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Geometria del triangulo

Problema 1
Demuestre que un cuadrilatero es un paralelogramo si y sélo si sus lados opuestos son iguales.

¢Qué nos pide el problema?

“Si y sélo si” es una doble implicacion, es decir, el enunciado funciona en dos sentidos; la forma
mas facil de verlo es separar “siy sélo si” en “si” y “sélo si”, de modo que el problema nos pide dos
cosas:

1. Demostrar que un cuadrilatero es un paralelogramo si sus lados opuestos son iguales.
2. Demostrar que un cuadrilatero es un paralelogramo sélo si sus lados opuestos son iguales.

Dicho de otro modo nos pide demostrar que:

1. Siun cuadrilatero es un paralelogramo entonces sus lados opuestos son iguales.
2. Silos lados opuestos de un cuadrilatero son iguales entonces es un paralelogramo.

Procedamos de forma separada.

l. Para el enunciado en 1. Si un cuadri
opuestos son iguales.

atero es un paralelogramo entonces sus lados

¢éCudles son los datos?¢éQue podemos suponer?

Tenemos un cuadrildtero que es paralelogramo (hipotesis)
¢Qué queremos demostrar?

Queremos demostrar que su lados opuestos son iguales
Entonces sea ABCD un paralelogramo como se muestra

A B

- _—
éQué sabemos de éI?
Por ser un paralelogramo sus lados opuestos son paralelos, es decir AB||DC y AD||BC
Usando la notacidn (A, B, C, D)¢Qué queriamos demostrar?
Que AB=DCy BC=AD
¢Cémo podemos hacerlo?

Intuitivamente es obvio que es verdad, pero queremos demostrarlo y lo Unico que
podemos usar son los postulados de Euclides y los criterios de congruencia y semejanza de
triangulos.



¢Hay algo que podamos usar?éAlguno que nos permita igualar segmentos de recta?
Debemos usar alguno de los criterios de congruencia de tridngulos

¢Qué necesitamos?
Dos triangulos que tengan a AB, AD, DC y BC como lados.

¢Cémo obtenerlos?

Es facil ver que dichos tridngulos se obtienen al trazar alguna de las diagonales de ABCD
(puede ser cualquiera)

Tracemos AC como se muestra en la figura.
A B

D
o« C

Queremos que AB=DC y BC=AD por lo que necesitamos mostrar que AABC=ACDA

Notemos que los tridngulos AABC y ACDA tienen un lado en comun, el lado AD
Ahora bien, para ver que AABC=ACDA ¢qué criterio de congruencia debemos usar?

Como queremos demostrar que sus lados son iguales (AB=DC y BC=AD) no podemos
suponer que ya lo sean por lo que el Unico criterio viable es ALA que dice que dos
triangulos son congruentes si tienen respectivamente iguales un lado y los dos dngulos
adyacentes a ese lado

**¢ A qué se refiere con angulos adyacentes a ese lado?

Quiere decir que estan “pegados” a ese lado, por ejemplo en la figura el dngulo a es

adyacente a MLy a MN peronoalLN
L

Entonces ¢ Qué nos falta para poder usar ese criterio?

Ya tenemos que AABC y ACDA tienen un lado en comun por lo que falta mostrar que los
angulos adyacentes a dicho lado son iguales.

¢Cémo podemos hacerlo?¢Qué no hemos usado aun?

No hemos usado que ABJ||DC y AD||BC, pero...



¢Cémo se relaciona eso con los dangulos?
Angulos y paralelas. El 5° postulado de Euclides.
Asi como ABJ||DC y AC transversal a ellas tenemos que

<CAB=<ACD

Y como AD||BC y AC transversal a ellas tenemos que

<BCA=<DAC
A

Y en consecuencia AABC=ACDA (por el criterio ALA)
De donde podemos concluir AB=DC y BC=AD ¢ por qué?
Se concluye pues tenemos que <CAB=<ACD y <BCA=<DAC por lo que <ABC=<CDA

Y la correspondencia de lados seria AC=AC, BC=AD y AB=DC

Il. Para el enunciado en 2. Si los lados opuestos de un cuadrilatero son iguales entonces
es un paralelogramo.

éAhora cual es nuestra hipdtesis?
Un cuadrildtero cuyos lados opuestos son iguales
¢Qué es lo que queremos probar?
Que es un paralelogramo, es decir, sus lados opuestos son paralelos

Dibujemos el cuadrilatero
A B

D
o~ —e
¢Qué es lo que sabemos?

Sabemos que AB=DC y AD=BC



Necesitamos probar que AB||DC y AD||BC ¢ Qué podemos usar?

Nuevamente necesitamos el 5° postulado de Euclides pues necesitamos paralelas, pero
necesitamos enunciarlo de una forma distinta.

¢Cémo lo enunciamos?

Si dos rectas son cortadas por un transversal y en alguno de los lados de la transversal la
suma de los angulos interiores es menor a 180°, las rectas se intersecan

En la figura ay b son las rectas y c es la transversal, los dngulos interiores son los dngulos
que se forman en medio de las rectasayb (a, B, Y, §) y si a+B o Y+6 es menor a 180° las
rectas ay b se intersecan

éEntonces que se necesita para dos rectas sean paralelas?

Si dos rectas son cortadas por una transversal, la suma de los angulos interiores con las
rectas es 180°

¢Qué necesitamos para poder usarlo?
Dos rectas y una transversal
¢En nuestro problema cuales serian las rectas y la transversal?

Como necesitamos probar que AB||DC y AD||BC; las rectas deben ser AB con DC usando AD
0 BC como transversal, y AD con BC usando a AB o DC como transversal

A B




¢Cudles serian los angulos interiores? Mas aun ¢ Cudles nos son mas convenientes?

Serian los dngulos interiores del cuadrilatero
A B

Necesitamos probar que <CDA+<DAB=180° y que <DAB+<ABC=180°

¢Coémo lo hacemos?¢Cuales son nuestros datos?
Los lados opuestos son iguales, AB=DC y AD=BC

Tenemos segmentos de recta pero necesitamos dngulos ¢ Cémo podemos relacionarlos?
Otra vez necesitamos congruencia de triangulos.

¢Qué triangulos? Necesitamos una figura auxiliar pero ¢Cual?

Necesitamos tridngulos que tengan a AB, BC, DCy AD como sus lados, por lo que
necesitamos una de las diagonales del cuadrilatero (puede ser cualquiera)

Tracemos AC

D
[ =

¢Qué podemos decir de los triangulos que obtenemos?¢ Estan relacionados de alguna forma?

Por hipotesis AB=DC y AD=BC y ademas tienen a AC como lado comun, entonces son
congruentes por el criterio LLL

Pero nos interesaban los angulos ¢ Qué podemos decir de ellos ahora?
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Como AABC=ACDA tenemos A

<ABC=<CDA=qa

<BCA=<DAC=B

D
<CAB=<ACD=Y o« c
Pero queriamos probar que AB||DC y AD||BC ¢ Qué necesitamos para hacerlo?
Probar que <CDA+<DAB=180° y que <DAB+<ABC=180°

Ahora bien, sabemos que <ABC=<CDA=a y que <DAB=B+Y, de modo que bastaria mostrar que
o+ B+Y=180°

Pero a+ B+Y=180° pues son los angulos internos de un tridngulo ya sea AABC o ACDA

Por lo que AB||DCy AD||BC
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Problema 2
Demostrar que las diagonales de un paralelogramo se intersecan en su punto medio

¢éCudles son los datos?¢éQué es lo que tenemos?
Un paralelogramo
¢Qué tenemos que ver?
Que sus diagonales se intersecan en su punto medio

Dibujemos la figura, sea ABCD un paralelogramo y ACY BD sus diagonales y llamemos X a su
interseccion

A B

¢Qué es lo que si sabemos de ABCD?

Pues como es un paralelogramo, sus lados opuestos son paralelos y miden lo mismo (por
el problema anterior), es decir, AB||DC y AD||BC y ademas AB=DC y AD=BC

¢Qué queremos probar?
Que AX=XCy BX=XD

Nuevamente necesitamos igualar segmentos de recta ¢ Qué podemos usar?
Los criterios de congruencia de tridngulos

¢Qué triangulos debemos comparar?éQué es lo que necesitamos?

Necesitamos que tengan a AX, XC, BX y XD como sus lados pues son los segmentos que
queremos igualar

¢Cudles triangulos podemos usar?éQué tridangulos nos sirven?
Podemos usar AABX y ACDX o a AAXD y ACXB

Usemos a AABX y ACDX. ¢ Qué podemos decir de ellos?

Uno de sus lados es igual AB=DC

¢Cémo podemos ver que sean congruentes?éQué criterio de congruencia nos conviene usar?
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Como queremos demostrar que sus lados son iguales (AX=XC y BX=XD) no podemos
suponer que ya lo sean por lo que el Unico criterio viable es ALA

Necesitamos que <XAB=<XCD y <ABX=<CDX ¢Como lo mostramos?éYa usamos todos los datos?
No hemos usado que ABJ||DC y AD||BC

Tenemos angulos entre paralelas ¢qué podemos usar?
El 5° postulado de Euclides

Entonces como AB||DC y AC transversal a ellas tenemos que

<XAB=<XCD

Y como ABJ||DCy BD transversal a ellas tenemos que

<ABX=<CDX

Asi como <XAB=<XCD
AB=DC
<ABX=<CDX
Entonces AABX=ACDX por el criterio ALA

Y en consecuencia AX=XCy BX=XD
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Problema 3
La bisectriz de un angulo en un triangulo, divide el lado opuesto en segmentos cuya razén es la
misma a la de los lados adyacentes del angulo.

¢Qué nos pide el problema?

A diferencia de los demas no es explicito, es una afirmacion y debemos probar que es
cierta

Antes de analizar el enunciado es importante entender todos los conceptos que hay en él.

**iCuales son las bisectrices de un angulo?

La bisectriz de un angulo es la recta que biseca al dngulo, es decir, lo divide en dos dngulos
iguales. En general, un dngulo tiene dos bisectrices, la bisectriz interior y la exterior; la
interior es la que divide al dngulo en si, en la figura la recta roja; y la exterior es la que
biseca al dngulo que se genera al extender alguno de los lados del dngulo, en la figura la
recta azul. I',

Ahora bien, analicemos el enunciado
“La bisectriz de un angulo en un tridngulo, ...” ¢ Qué nos dice?

Habla de un tridngulo y la bisectriz de uno de sus dngulos pero no especifica si es la
bisectriz interior o la exterior

Primero consideremos el caso de la bisectriz exterior. Dibujemos la figura

B
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“La bisectriz de un angulo en un tridngulo, divide el lado opuesto en segmentos cuya razon es la
misma a la de los lados adyacentes del dngulo.” ¢ Qué quiere decir?

Que D divide a BC de modo que 2= = 22
AC ~ cD

Entonces, ¢ Qué debemos demostrar?

AB BD
Que ==
é¢Coémo lo hacemos?éQué es lo que si sabemos?
Sabemos que <CAD=<DAC=a

Queremos establecer una relacidn entre segmentos de recta y tenemos angulos ¢ Qué podriamos
usar para hacerlo?

Semejanza de triangulos
Pero en nuestra figura no hay triangulos semejantes ¢ Qué podemos hacer?
Podemos construirlos

Pero ¢ C6mo?¢Qué triangulo debemos construir?

AB _ BD . .
Como queremos que <=’ necesitamos que sea semejante a AABD y que tengaa ACo

a CD como uno de sus lados. Ademas como ya tenemos que <CAD=<DAC=q, es
conveniente que <CAD sea uno de los angulos del triangulo que queremos construir, por lo
qgue AD determina uno de sus lados y AC es uno de sus lados

Entonces Ay C son dos vértices del tridngulo y el tercero esta sobre AD, digamos E, y dicho vértice

. AB _ BD
debe cumplir que CD=CE pues queremos que =0

Tomemos E sobre AD tal que CD=CE

*Notemos que, como CD=CE, el ACDE es isdsceles y por ende <CDE=<DEC=[, y ademas
<CDE=<BDA=, por ser opuestos por el vértice, y en consecuencia <DEC=<BDA=[3
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De modo que tenemos que <CAD=<DAC=a y <DEC=<BDA=, por lo que AABD=AACE ¢Por qué?
Es bastante sencillo, sumemos los angulos internos de AABD y AACE
o+p+<ABD=180°
o+B+<ECA=180°

y al igualar obtenemos que <ABD=<ECA por lo que los angulos de los tridngulos AABD y
AACE son todos iguales y, por el criterio AAA, AABD=AACE

Asi, como AABD=AACE de su correspondencia de lados tenemos
AB BD AD
AC CE AE

Pero por construccién CD=CE, por lo que

AB _BD _BD
AC ™ CE CD

Que es lo que se queria demostrar.

Pero falta considerar el caso en el que la bisectriz sea exterior. Dibujemos la figura para ese caso

Analicemos de nuevo el enunciado

“La bisectriz de un angulo en un tridngulo, divide el lado opuesto en segmentos cuya razon es la
misma a la de los lados adyacentes del dngulo.” i Qué quiere decir?
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BD

Que D divide a BC de modo que 48 _5D
AC CD

Entonces, ¢ Qué debemos demostrar?

AB BD

ue —=—
Q AC CD

Queremos probar que % = % ¢Como lo hacemos? ¢Qué es lo que tenemos?
Nuevamente tenemos una bisectriz, pero esta vez es un bisectriz exterior
¢Podemos usar el caso anterior?¢ Cémo?
Podriamos construir un tridngulo en el que la bisectriz AD sea una bisectriz interior
Pero ¢Cémo?¢Qué triangulo debemos construir?

Como queremos que AD sea una bisectriz interior, parece conveniente usar a CD como
uno de los lados, por lo que necesitamos construir un punto en AC, digamos E, tal que
<CDA=<ADE

Entonces Cy D son dos vértices del tridngulo y el tercero estd sobre AC, digamos E, y dicho vértice
debe cumplir que <CDA=<ADE=, pues queremos que AD sea una bisectriz interior

Tomemos E sobre AC tal que <CDA=<ADE=f

De modo que tenemos que <BAD=<DAE=a y <CDA=<ADE=, por lo que AABD=AAED ¢Por qué?

Porque AABD y AAED tienen un lado en comun, el AD, pero ademas <BAD=<DAE=a y
<CDA=<ADE=B, por lo que por el criterio ALA, AABD=AAED
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Asi, como AABD=AAED de su correspondencia de lados tenemos que AB=AE, BD=ED y AD=AD
¢Y eso de que nos sirve?
Notemos que, por construccién, AD es la bisectriz de <EDC

Entonces AD es una bisectriz interior para el tridngulo ACDE v, por lo demostrado antes en este
problema, tenemos que

ED _ AE
cD ~ AC
Pero, como AABD=AAED, AB=AE y BD=ED por lo que
AB _ AE _ ED _ BD
AC AC CD (D
Es decir
AB _ BD
AC  CD
Que es lo que se queria demostrar.

Por tanto queda demostrado para la bisectriz interior y la exterior.

*El problema anterior fue demostrado y enunciado sin considerar segmentos dirigidos. Si
consideramos segmentos dirigidos, apoyandonos en las figuras, es facil ver que en el caso de la

. L ., BD . . L
bisectriz interior la razéon =, ©s negativa puesBDy CD tienen direcciones opuestas, pero en el

. . . BD . . . L
caso de la bisectriz exterior o & positiva pues BD y CD tienen la misma direccién
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Problema 4
La altura sobre la hipotenusa de un tridngulo rectangulo divide al tridngulo en dos triangulos
directamente semejantes, cada uno de los cuales es inversamente semejante al tridngulo dado.

¢Qué nos pide el problema?

nuevamente es una afirmacion y debemos probar que es cierta
Antes de analizar el enunciado es importante entender todos los conceptos que hay en él.
**¢Qué quiere decir que dos tridngulos sean directamente semejantes?

Significa que las parte correspondientes estan en el mismo orden. Se refiere a que
podemos “encimar” los tridngulos de modo que dos de sus lados correspondientes
coincidan y los terceros sean paralelos “arrastrandolos” sobre la hoja

A D AD
BN F
‘Ei Cc ‘B C

**¢Qué quiere decir que dos tridngulos sean inversamente semejantes?

Significa que las parte correspondientes estan en orden inverso. Se refiere a que para
“encimar” los tridngulos de modo que dos de sus lados correspondientes coincidan y los
terceros sean paralelos tenemos que “voltear” alguno de los tridngulos

A D A D
A E ':F é ‘: =
C é C
.

En general no haremos hincapié en que sean inversa o directamente semejantes

Ahora bien analicemos el enunciado por partes
“La altura sobre la hipotenusa de un tridngulo rectangulo...” ¢qué nos dice?

Habla de un tridngulo rectangulo y una de sus alturas, en especifico la que es
perpendicular a la hipotenusa.

Dibujemos la figura



“La altura sobre la hipotenusa de un tridngulo rectangulo divide al tridngulo en dos tridngulos
directamente semejantes,...” ¢ Qué nos dice?équién divide al tridngulo?éen que lo divide?

La altura h divide al tridngulo en los triangulos AABD y ABCD y esos tridngulos son
directamente semejantes

“La altura sobre la hipotenusa de un tridngulo rectangulo divide al tridngulo en dos tridngulos

directamente semejantes, cada uno de los cuales es inversamente semejante al triadngulo dado.”

¢Qué quiere decir?

Que los tridangulos AABD y ABCD son inversamente semejantes al triangulo AABC
Entonces ¢ qué debemos demostrar?

Que AABD=ABCD directamente, AABD=AABC y ABCD=AABC inversamente
¢Coémo lo hacemos?éQué es lo que si sabemos de los tridngulos?

Sabemos que son triangulos rectangulos; AABC por hipotesis y AABD y ABCD pues h es
perpendicular a AC

¢ Es suficiente?éQué mds podemos decir?

19

AABD y AABC tienen un dngulo en comun <BAD=<BACy ABCD y AABC tienen un angulo en

comun <BCD=<BCA
¢Podemos relacionar los triangulos?¢Qué podemos decir ahora?
Podemos concluir que son semejantes

Por una parte los tridngulos AABD y AABC tienen dos dngulos iguales, pues <BAD=<BACy
<ADB=<ABC=90°, por lo que el tercer dngulo también lo es, es decir, <ABD=<ACB ¢ Por qué?

Es bastante sencillo sumemos los angulos internos de AABD y AABC
<BAD+<ADB+<ABD=180°
<BAC+<ABC+<ACB=180°

Al igualar tenemos <BAD+<ADB+<ABD=<BAC+<ABC+<ACB

Pero sabemos <BAD=<BAC y <ADB=<ABC=90°, por lo que obtenemos que <ABD=<ACB
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Asi AABD y AABC tienen todos sus angulos iguales por lo que son semejantes y la correspondencia

AB BC AC
desusladoses —=—=—
AD DB AB

De forma similar ABCD y AABC son semejantes pues <BCD=<BCA, <BDC=<ABC=90° por lo que

. AB BC AC
<BAC=<DBCYy la correspondencia de sus ladoses — = —=—
BD DC BC

Ya tenemos que AABD=AABC y ABCD=AABC, y la semejanza inversa se sigue de la correspondencia.
Si no puede verlo intente dibujarlo.

éQué nos falta?
Falta ver que AABD=ABCD
¢Qué necesitamos para hacerlo?
Necesitamos comparar los dngulos de AABD y ABCD
¢Cémo podemos hacerlo?
Podemos usar las igualdades de dngulos que hemos obtenido
Entonces de las igualdades de dngulos que ya sabemos, tenemos
<BAD=<BAC=<DBC
<ADB=<ABC=<BDC=90°
<ABD=<ACB=<BCD

De donde obtenemos que <BAD =<DBC, <ADB =<BDC=90° y <ABD =<BCD

Y podemos concluir que AABD=ABCD vy la correspondencia de sus lados es % = Z—i = %

Y a semejanza directa se sigue de la correspondencia. Si no puede verlo intente dibujarlo.
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Problema 5

Demuestre que si en un triangulo ABC se trazan las rectas BM y CN, en donde My N son,
respectivamente, los punto medios de CAy AB, y si G es el punto de interseccién de esos dos
segmentos, entonces BG y CG son, respectivamente, dos veces mas grandes que los segmentos

GM vy GN.
¢Qué es lo que nos dice el problema?iQué es lo que tenemos?

Tenemos un tridngulo ABC y las rectas que unen a los vértices B y C con los puntos medios
de CAy AB, asi como su interseccion

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que queremos demostrar?

Queremos mostrar que BG=2GM y CG=2GN

. GM _GN 1 ., L ,
Dicho de otro modo queremos ver que == 3 ¢Cémo podemos hacerlo?équé podriamos

usar?
Semejanza de tridangulos
¢Qué triangulos?¢ Cudles nos son convenientes?

Necesitamos que tengan a GM y GN, y BG y CG como sus lados por lo que los tridngulos
AGBC y AGMN son los que queremos

Entonces queremos probar que AGBC y AGMN son semejantes, necesitamos usar algun criterio de

semejanza ¢ Cual?

Pues como queremos mostrar la proporcionalidad de los lados no podemos usarlo, por lo
que el criterio que parece mas conveniente es el AAA, es decir mostrar que todos sus

angulos son iguales

¢Podemos hacerlo?¢Qué es lo que sabemos de ellos?
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Sabemos que tienen un angulo igual, <BGC=<MGN pues son opuestos por el vértice
¢Qué es lo que nos falta?

Necesitamos ver que sus otros dos angulos son iguales

Asi, como queremos probar que % = % = %, necesitamos que <GNM=<GCB y que <NMG=<CBG

¢Como podemos hacerlo? Observe la figura ¢ Qué es lo que necesitamos?

A

Necesitamos que NM||BC

Concentrémonos en NM ¢ Qué necesitamos para que NM||BC?¢iSe parece a alguna construccion
anterior?

Se parece a la figura de semejanza directa

éNos es de utilidad?¢Como podemos usarlo?

Si mostramos que AANM vy el AABC son directamente semejantes entonces NM||BC
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¢Como lo hacemos?éQué no hemos usado?

No hemos usado que M y N son los puntos medios de ACy AB respectivamente, es decir
AB=2AN y AC=2AM

AN AM 1 . .
Entonces tenemos que 5= ac = 5duees ademas la razén que buscamos

Pero ¢es suficiente para probar que AANM=AABC?

Si, pues sabemos <BAC=<NAM por lo que por el criterio LpALp, que nos dice que dos
triangulos son semejantes si dos de sus lados son proporcionales y el angulo entre ellos es
igual, los triangulos AANM y AABC son directamente semejantes

Entonces AANM=AABC directamente

NM _ AN _AM _ 1

De donde tenemos que <NAM=<BAC, <AMN=<ACB, <MNA=<CBAy BB ac =3

Y ademas NM||BC

Por lo que <GNM=<GCB y que <NMG=<CBG y en consecuencia AGBC y AGMN son semejantes pues

. . NM GM GN
todos sus angulos son iguales y obtenemos que — = — = —
BC BG CG

NM 1 GM _GN 1 ,
Y como sabemos Sc = 5 entonces —— = —-=-quees lo que queriamos probar.
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Problema 6
Demuestre que las medianas de un triangulo son concurrentes

** i Cudles son las medianas de un triangulo?

Son las rectas que unen a los vértices del tridngulo con los puntos medios de sus lados
opuestos

Ahora bien ¢Qué es lo que tenemos?
Un tridngulo y sus medianas
¢Qué queremos probar?
Que las medianas son concurrentes, es decir, se intersecan en un mismo punto

Dibujemos la figura

L C

De la figura es obvio que concurren, pero debemos demostrarlo ¢ Cémo lo hacemos?

No parece que considerar las tres al mismo tiempo nos vaya a ayudar en algo,
consideremos sélo dos de ellas y su interseccién

Observemos la figura




¢Qué podemos decir ahora?ésabemos algo de ellas?
Es la figura del ejercicio anterior y demostramos que CG=2GN y BG=2GM
¢Nos es util de alguna forma?énos sirve para ver por qué AL debe pasar por G?

Consideremos a ALy a BM y sea G’ su interseccion

A

¢Qué es lo que sabemos de ellas?

Nuevamente por el ejercicio anterior sabemos que BG'=2G’'M y AG'=2G’L
¢Nos sirve de algo?éPodemos relacionarlo con lo anterior?

Si, tenemos que G y G’ dividen a BM en la misma forma por lo que G=G’

Y en consecuencia AL también pasa por G y por lo tanto las medianas de un triangulo
concurren

Al punto de interseccion de las medianas se le suele llamar centroide, punto mediano o
baricentro.

De modo que hemos demostrado que las medianas concurren, pero no sélo eso, el problema
anterior demuestra que G, el baricentro, divide a cada mediana en una razén 2:1.

25
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Problema 7
Si A, By H son tres puntos distintos que no estan en linea recta, existe un punto C, tal que H es el
ortocentro del tridngulo ABC.

**:Qué es el ortocentro de un tridngulo?
Es el punto de interseccion de las alturas del triangulo
¢Qué nos pide el problema?
Nuevamente es una afirmacidn y debemos mostrar que es verdadera
¢Qué datos nos da el problema?
Tres puntos no colineales A, By H
¢Qué informacion nos da de ellos?
Nos dice que Ay B son vértices de un triangulo y H es su ortocentro
¢Qué gqueremos demostrar?éque necesitamos para que la afirmacién sea verdadera?
Necesitamos encontrar el punto C tal que H es el ortocentro del tridngulo ABC
Entonces tenemos dos vértices y el ortocentro ¢ Qué mas tenemos?
Como tenemos dos vértices podemos determinar un lado

Dibujemos la figura

A B
L ®

Necesitamos que H sea el ortocentro del tridngulo, es decir, es la interseccién de las alturas del
triangulo que buscamos ¢ podemos decir algo sobre las alturas?

Las alturas por Ay B pasan por H por lo que podemos determinarlas
¢Qué hay de la altura por C?

C es el vértice buscado pero su altura debe pasar por Hy ser perpendicular a AB, por lo
gue también la podemos determinar

Tracemos la altura por C, llamémosla c
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Sabemos que C debe estar sobre la recta c que trazamos, pero no es suficiente para determinarlo
équé mas podemos hacer?écomo podemos usar las otras alturas?

Sabemos que la altura en A pasa por H y es perpendicular a BC, uno de los lados que no
tenemos

Entonces, dicho de otro modo BC es perpendicular a AH y pasa por B

Tracemos la perpendicular a AH que pasa por B, llamémosla a
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Entonces la interseccién de a y c es el punto C buscado

Asi H es el ortocentro del triangulo ABC

*Pero ¢Como convencerse de que no depende de los puntos A, B y H que dibujamos inicialmente?

No depende de los puntos que dibujamos pues el andlisis del problema asi como el
desarrollo se hizo considerando Unicamente que los puntos no fueran colineales sin tomar
en cuenta su posicion en el plano, las figuras fueron simplemente ilustrativas. Intente

dibujar otros casos.
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Circunferencia y cuadrilateros ciclicos

Problema 1

Demuestre que si un didametro AB y una cuerda AC, de un circulo con centro O, tienen uno de sus
extremos en comun, A, el dngulo entre ellos, <BAC, es igual a la mitad del dngulo entre el propio
diametro y el radio trazado al otro extremo de la cuerda, <BOC.

Analicemos el problema ¢Cuales son los datos?éQué es lo que tenemos?

Tenemos un didmetro y una cuerda en una circunferencia con un extremo en comun y el
radio al otro extremo de la cuerda

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que queremos demostrar?
Queremos ver que <BOC=2<BAC

¢Cémo podemos hacerlo?iCoémo podemos relacionar los angulos?éQué es lo que si sabemos de
los dngulos?

Sabemos que <BAC+<ACO+<COA=180° por ser los angulos internos de AAOC y ademas
<BOC+<COA=180°

De lo anterior obtenemos que <BOC=<BAC+<COA
Pero <COA=<BAC ¢Por qué?

Porque AAQC es isésceles pues AO=0C por ser radios de la misma circunferencia de modo
que <COA=<BAC

Asi <BOC=2<BAC, que es lo que queriamos demostrar.
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Problema 2

Demuestre que el angulo entre dos cuerdas que se intersecan sobre una circunferencia, llamado
angulo inscrito, es igual a la mitad del dngulo entre los radios que van a los otros extremos de las
cuerdas, o sea, el dngulo central correspondiente al dngulo que determinan las cuerdas; considere
el caso en el que el angulo entre las cuerdas contiene al centro de la circunferencia y el caso en el
que no lo contiene.

**iComo saber cual es el dngulo central correspondiente a un angulo inscrito?

Es el angulo central que cubre el mismo arco que el dngulo inscrito, a continuacion algunos
ejemplos

Note que la tercera figura es el mismo caso que el de la primera figura sélo que el angulo
estd mas abierto.

¢Qué es lo que tenemos?

Dos cuerdas en un circunferencia con un extremo en comun y los radios a los otros
extremos de las cuerdas

Debemos considerar dos casos, dibujemos la figura para el caso en el que el dngulo entre las
cuerdas contiene al centro de la circunferencia
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¢Qué es lo que queremos probar?
Queremos demostrar que <BOC=2<BAC
¢Como lo hacemos?iHemos resuelto algun problema parecido?
Es similar al problema anterior, pero en el anterior teniamos un didmetro
¢Podemos usarlo?éQué necesitamos para hacerlo?
Necesitamos trazar un didmetro
¢Qué diametro?iCual es el que necesitamos?
El didmetro que pasa por A

Tracemos el didmetro que pasa por Ay llamemos D al otro extremo

¢Qué podemos decir ahora?

Por el problema anterior <BOD=2<BAD y <DOC=2<DAC
Ademas sabemos que <BAC=<BAD+<DAC y <BOC=<BOD+<DOC
Por lo que <BOC=<BOD+<DOC=2(<BAD+<DAC)

Entonces <BOC=2<BAC, que es lo que queriamos probar.

Pero falta considerar el caso en el que el dngulo entre las cuerdas no contiene al centro de la
circunferencia ¢ cambiaria la demostracion?

Dibujemos la figura en ese caso
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Queremos demostrar que <BOC=2<BAC
éCémo lo hacemos?

Nuevamente es similar al ejercicio anterior pero necesitamos un didmetro, en especifico el
diametro que pasa por A

Tracemos el didametro que pasa por Ay llamemos D al otro extremo

A

¢Qué es lo que sabemos?

Por el problema anterior <BOD=2<BAD y <COD=2<CAD




Ademas sabemos que <BAC=<BAD-<CAD y <BOC=<BOD-<COD
Por lo que <BOC=<BOD-<COD=2(<BAD-<CAD)

Entonces <BOC=2<BAC, que es lo que queriamos probar

*Ahora bien ¢los casos considerados son los Unicos posibles casos? Una buena forma de
convencerse de ello es intentando encontrar un caso distinto.

Otra forma de enunciar el resultado es:

Si dos cuerdas de un circulo se intersecan sobre la circunferencia, el angulo entre ellas, Ilamado
angulo inscrito es igual a la mitad del dngulo formado por los radios que llegan a las otros
extremos de las cuerdas, llamado dngulo central.

33
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Problema 3
Si dos pares de cuerdas que se intersecan sobre la circunferencia subtienden el mismo arco,
entonces forman angulos iguales.

¢Qué es lo que tenemos?

Dos pares de cuerdas que se intersecan sobre la circunferencia, dicho de otro modo
tenemos dos dngulos inscritos

¢Qué sabemos de ellos?
Subtienden el mismo arco
**¢Qué quiere decir que subtiendan el mismo arco?

Quiere decir que sus extremos son los mismos y el angulo que se forma en el interior de la
circunferencia, angulo inscrito, “recorre” o “cubre” el mismo arco de la circunferencia,
dicho arco es el que va de extremo a extremo sin pasar por el punto en el que se
intersecan las cuerdas, asi por ejemplo en la siguiente figura {AC, CB}y {AD, DB}
subtienden el mismo arco, pero {AE, EB} no subtiende el mismo arco

Ahora bien, tenemos dos pares de cuerdas que subtienden el mismo arco, dibujemos la figura




¢Qué es lo que debemos probar?
Queremos ver que <ACB=<ADB
¢Qué sabemos de dichos angulos?

Por el problema anterior, como son dngulos inscritos son iguales a la mitad de su angulo
central correspondiente

Y eso concluiria la demostracidn éPor qué?

Porque su angulo central es el mismo pues subtienden el mismo arco, por lo que son
iguales

Asi <ACB=<ADB que es lo que se queria probar.
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Problema 4
Sea ABC un tridngulo tal que el angulo en B es recto. Si trazamos la circunferencia que tiene a AC
como didmetro, entonces B esta en la circunferencia.

¢Qué es lo que tenemos?

Un tridangulo ABC con el dngulo en B recto y la circunferencia que tiene a AC como
diametro

Dibujemos la figura

¢Qué queremos demostrar?
Que B esta en la circunferencia

De la figura es obvio pero ¢ Cémo demostrarlo?éDe qué otra forma podemos ver a B?
B es la interseccion de AB y BC con la circunferencia

Entonces ¢ Qué bastaria probar?

Probar que B es la interseccion de AB o BC con la circunferencia

De modo que debemos mostrar que B es la interseccidn de BC con la circunferencia ¢ Cémo lo
hacemos?

No podemos simplemente afirmarlo, podemos llamar B’ a dicha intersecciény luego
mostrar que B’=B
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Dibujemos la figura, notemos que B podria estar dentro o fuera de la circunferencia

Ahora bien, queremos mostrar que B’=B ¢ Cdmo hacerlo?¢Qué es lo que sabemos?
Sabemos que <ABC=90°
¢Es todo lo que sabemos?iQué sabemos del dngulo en B’?

Sabemos que <AB’C=90°, pues AB’ y B'C son cuerdas en la circunferencia y entonces <AB’C
es igual a la mitad del dngulo central correspondiente que en este caso es 180°

Entonces tenemos que <ABC=<AB’C=90° ¢Eso qué nos dice?¢Qué podemos concluir?
AB y AB’ son ambas perpendiculares a BC que pasan por A

Pero dada una recta, en este caso BC, y un punto fuera de ella, en este caso A, sélo hay una recta
perpendicular a la recta dada que pase por el punto fuera de ella

Asi AB=AB’ y en consecuencia B=B’

Por lo tanto B esta en la circunferencia.

Otra forma de enunciar el resultado es:

Si en un tridngulo rectangulo trazamos la circunferencia que tiene a su hipotenusa como didmetro,
todos los vértices del triangulo estan sobre ella (es la circunferencia circunscrita).
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Problema 5
Un cuadrildtero es ciclico siy sélo si sus dngulos opuestos suman 180°

**3Qué significa que un cuadrildtero sea ciclico?

Significa que estd inscrito en una circunferencia, es decir, sus cuatro vértices estan sobre
una misma circunferencia o bien podemos trazar una circunferencia que pase por sus
cuatro vértices

9B

¢Qué nos pide el problema?
Es una doble implicacién, nos pide dos cosas:

1. Siun cuadrilatero es ciclico, sus dngulos opuestos suman 180°
2. Sienun cuadrilatero los dngulos opuestos suman 180° entonces es ciclico

Procedamos de forma separada
. Para el enunciado 1. Si un cuadrilatero es ciclico, sus angulos opuestos suman 180°
¢Qué es lo que tenemos?
Un cuadrildtero ciclico

Dibujemos la figura




¢Qué queremos demostrar?

Que sus angulos opuestos suman 180°
Entonces necesitamos relacionar los angulos ¢ C6mo podemos hacerlo?

Como son angulos en la circunferencia necesitamos cuerdas auxiliares
¢Cudles cuerdas?iCuales nos son convenientes?

Las que son las diagonales del cuadrilatero

Tracemos las diagonales de ABCD

¢Qué podemos decir ahora de los angulos?

Sabemos que <ABD=<ACD=a, <BCA=<BDA=[3, <DAC=<DBC=Y y <CAB=<CDB=6 pues
subtienden los mismos arcos
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Entonces équé es lo que queremos probar?
Queremos probar que los dngulos opuestos de ABCD suman 180°, es decir a+p+Y+6=180°
Pero eso ya lo tenemos éPor qué?

Porque a, B, Yy & son los angulos internos de un tridngulo AABC (no sdlo del AABC,
también del AACD, AABD y ABCD)

Por lo que a+B+Y+6=180° que es lo que queriamos demostrar

. Para el enunciado 2. Si en un cuadrilatero los dngulos opuestos suman 180° entonces
es ciclico

¢Qué es lo que tenemos?
Un cuadrildtero en el que sus angulos opuestos suman 180°
¢Qué es lo que queremos probar?
Que es ciclico, es decir sus vértices estan en una misma circunferencia

Entonces necesitamos trazar una circunferencia que pase por los cuatro vértices del cuadrilatero
¢Cémo lo hacemos?¢éQué es lo que si podemos hacer?

Podemos trazar una circunferencia que pase por tres vértices

Tracemos la circunferencia que pasa por A, By C
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Debemos mostrar que D esta en la circunferencia ¢ Cdmo lo hacemos?iHemos resuelto algin
problema similar?

Se parece al problema anterior
¢Podemos usarlo?é Como lo usamos?

Podemos tomar a D’ como la interseccidén de DC con la circunferencia y luego mostrar que
D=D’

Sea D’ la interseccién de DC con la circunferencia, notemos que D podria estar dentro o fuera de la
circunferencia B

D D b,
Ahora bien, queremos probar que D=D’ ¢ Cdmo hacerlo?éQué es lo que sabemos?
Sabemos que <DAB+<BCD=<CDA+<ABC=180°
¢Y qué podemos decir del angulo en D'?
Que <CD’A+<ABC=180°
éPor qué?

Pues por construcciéon ABCD’ es ciclico y por la primera parte de este problema sus dangulos
opuestos suman 180°

En consecuencia <CDA=<CD’A
¢Eso que nos dice?éQué podemos concluir?
AD||AD’ pues intersecan a DC en el mismo angulo

Pero AD y AD’ se intersecan en A lo que sélo puede pasar si son la misma recta, con un argumento
analogo al del problema anterior

Asi AD=AD’ y en consecuencia D=D’
Por lo tanto D esta en la circunferencia

Asi ABCD es ciclico
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Problema 6
Probar que la circunferencia que tiene como didmetro un lado de un triangulo, pasa por los pies
de la alturas de los otros dos lados del triangulo.

** i Cudles son los pies de la alturas?

Una altura es la perpendicular a alguno de los lados de un tridngulo que pasa por el vértice
gue no estd en dicho lado. Los pies de las alturas son los puntos de interseccién de las
alturas con los lados a los que son perpendiculares

¢Qué es lo que tenemos?

Un tridngulo y una circunferencia que tiene como didmetro a uno de sus lados
¢Qué es lo que queremos demostrar?

Que los pies de las alturas de los otros lados del tridngulo estan en la circunferencia

Dibujemos la figura

Queremos probar que D y E estan en la circunferencia ¢ Cdmo lo hacemos?¢Como estan
relacionados D y E con la circunferencia?

Como Dy E son los pies de la alturas en BC y AC los triangulos AABD y AABE son
rectangulos

Entonces ya terminamos ¢Por qué?

Porque AB es la hipotenusa de AABD y AABE, y por un problema anterior Dy E estan en la
circunferencia que tiene a su AB como diametro

Asi Dy E estan en la circunferencia, que es lo que queriamos probar.
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Problema 7
Demuestre que las alturas de un triangulo son las bisectrices interiores del tridngulo pedal
correspondiente (de las alturas).

**iCudl es el tridngulo pedal de las alturas?

Es el triangulo que tiene como vértices a los pies de las alturas
¢Qué es lo que tenemos?

Tenemos un tridngulo, sus alturas y el tridngulo pedal de las alturas

Dibujemos la figura

¢Qué queremos probar?

Queremos probar que las alturas de AABC, es decir AD, BE y CF, son las bisectrices
interiores de ADEF, es decir, dividen a los angulos <EDF, <FED y <DFE a la mitad

Dicho de otro modo queremos demostrar que <ADF=<EDA, <FEB=<BED y que <DFC=<CFE ¢Cémo
lo hacemos?

Necesitamos relacionar dngulos é qué podemos usar? No parece que podamos usar semejanza o
congruencia de tridngulos ¢ Qué otra forma tenemos para relacionar angulos?éQué necesitamos?

Angulos en una circunferencia, necesitamos una circunferencia
Si encontramos una circunferencia adecuada podemos usar alguno de los resultados anteriores

¢Qué circunferencia? Como nos interesan los angulos en D, E y F necesitamos que alguno esté en
ella ¢ Cudl circunferencia podria servirnos?
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Las que tienen como didmetro a alguno de los lados de AABC
éPor qué?

Porque al trazarlas cada una de ellas contiene a los pies de las alturas que estan en los
otros lados (esto por el problema anterior)

Dibujemos la figura

¢Qué podemos decir ahora de los angulos?

Analicémoslo por partes, concentrémonos primero en la circunferencia verde, la circunferencia
que tiene a AC como diametro.
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- - -

¢Qué informacién nos da de los dngulos que nos interesan?

Los angulos <ADF y <DFC estdn inscritos en la circunferencia y ademds <ADF=<ACF=a y
<DFC=<DAC= pues subtienden los mismos arcos

Ahora concentrémonos en la circunferencia azul, la circunferencia que tiene como didmetro a BC
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-

-

¢Qué informacion nos da de los angulos que nos interesan?
Los angulos <FEB y <CFE son inscritos, entonces <FEB=<FCB=Y y <CFE=<CBE=6 pues
subtienden los mismos arcos y ademas <EBF=a

Ahora concentrémonos en la circunferencia roja, la circunferencia que tiene como diametro a AB
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¢Qué informacion nos da de los dngulos que nos interesan?

Los angulos <BED y <EDA son inscritos, <BED=<BAD=0 y <EDA=<EBA pero <EBA=a por lo
que <EDA=qa, ademas <DBE=<DAE por lo que B=§, esto pues subtienden los mismos arcos

Analicemos lo que hemos obtenido hasta el momento
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Entonces éQué es lo que ya tenemos?éQué nos falta demostrar?

Tenemos que <ADF=<EDA=a y que <DFC=<CFE=B, por lo que falta probar que <FEB=<BED
o bien que Y=0

Falta demostrar que Y=0 ¢Como lo hacemos?

Usando nuevamente la circunferencia verde, los angulos <FCD=Y y <FAD=0 subtienden el
mismo arco por lo que son iguales, es decir Y=0

Asi, hemos demostrado que <ADF=<EDA, <FEB=<BED y que <DFC=<CFE, que es lo que queriamos
demostrar.
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Problema 8
Construya un tridngulo dados los pies de sus alturas.

¢Qué nos pide el problema?
Construir un triangulo
¢Qué datos tenemos?
Los pies de las alturas de un tridngulo (tres puntos)
¢Qué mas tenemos?
Como tenemos los pies de la alturas, tenemos el tridngulo pedal de las alturas
éQué sabemos de él?

Por el problema anterior sabemos que las bisectrices del tridngulo pedal son las alturas del
tridngulo que buscamos

Dibujemos la figura

¢Eso nos sirve?¢Como podemos usarlo?

Como tenemos las alturas y los pies de las alturas podemos encontrar los lados del
triangulo y por ende al triangulo

éCoémo?
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Los lados del tridngulo pasan por D, E y F y son perpendiculares a a, b y c respectivamente

Entonces tracemos las perpendiculares a a, b y c que pasan por D, E y F respectivamente

Los puntos de interseccion de las perpendiculares que trazamos son los vértices del tridngulo
buscado

Asi D, Ey F son los pies de las alturas del AABC



Problema 9
Construya un tridngulo dados dos de sus vértices y el centro de su circunferencia de los nueve
puntos.

** i Cudl es la circunferencia de los nueve puntos de un triangulo?

Es la circunferencia que pasa por los puntos medios de los lados del triangulo (tres
puntos), los pies de las alturas (tres puntos) y los puntos medios entre los vértices y el
ortocentro (tres puntos)

¢Qué nos pide el problema?

Construir un tridngulo
¢Qué datos nos da?

Dos de sus vértices y el centro de su circunferencia de los nueve puntos
¢Qué mas sabemos?

Como tenemos dos vértices conocemos uno de sus lados

51

¢Qué hay de los puntos que estan en la circunferencia de los nueve puntos?éConocemos alguno?

Como tenemos un lado conocemos su punto medio que esta en la circunferencia de los
nueve puntos

Entonces tenemos no sélo el centro sino la circunferencia de los nueve puntos.

Dibujemos la figura
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Necesitamos encontrar al triangulo, tenemos un lado y la circunferencia de los nueve puntos, pero
no es suficiente ¢Podemos determinar mas puntos?éQué mas podemos hacer?

Podemos trazar la circunferencia que tiene como didmetro al lado que conocemos
¢Y eso de que nos sirve?

Pues sabemos que los pies de las alturas de los lados que no conocemos estdn en esa
circunferencia, y ademas estan en la circunferencia de los nueve puntos

Entonces si trazamos la circunferencia que tiene a AB como didmetro, los puntos de interseccion
de esta con la de los nueve puntos son los pies de las alturas de los lados que no conocemos

Dibujemos la figura

¢ Es suficiente para construir el tridngulo?
Es suficiente, pues al tener los pies de las alturas podemos determinar los lados
éCémo?

Sabemos que los lados que no conocemos pasan por los vértices Ay B y alguno de los pies
de las alturas que acabamos de determinar

De modo que tenemos dos casos, que AE y BD sean los lados y su interseccién el vértice faltante o
que AD y BE sean los lados y su interseccion el vértice faltante

Nota: existe la posibilidad de que E=D, en cuyo caso AD y BD serian los lados y D el vértice faltante

Dibujemos la figura
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Entonces obtenemos dos triangulos distintos AABC; y AABC,, ambos con la misma circunferencia
de los nueve puntos y un lado en comun, es decir, son los buscados.

éHay alguna relacién entre ellos?

Si consideramos a AABC; entonces C; es su ortocentro y si consideramos a AABC; entonces
C, es su ortocentro

De modo que en un tridngulo, en el que el ortocentro no esta sobre el tridngulo, al intercambiar
alguno de sus vértices con el ortocentro la circunferencia de los nueve puntos no cambia.
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Problema 10
¢Falso o verdadero? Dados cualesquiera tres puntos no colineales A, By P, siempre existe un
triangulo ABC que tiene a P como centro de su circunferencia de los nueve puntos.

¢Qué es lo que nos pide el problema?
Determinar si el enunciado es verdadero o falso
Concentrémonos en el enunciado ¢Qué es lo que tenemos?
Tres puntos no colineales A, By P
¢Qué nos pide?

Mostrar que existe un tridngulo con Ay B como sus vértices y P el centro de su
circunferencia de los nueve puntos

¢Qué podemos hacer?éHemos resuelto algun problema similar?

Se parece al problema anterior, pero en el anterior los puntos no eran arbitrarios
Intentemos la construccion del problema anterior pero esta vez para A, By P arbitrarios
¢Qué hacemos primero?

Encontrar el punto medio de AB y trazar la circunferencia con centro en P que pasa por
dicho punto medio

Es facil ver que podemos hacerlo con cualesquiera tres puntos no colineales
¢Cudl es el siguiente paso?

Trazar la circunferencia que tiene como didmetro a AB y las intersecciones de ésta con la
primera circunferencia que trazamos son los pies de las alturas

Siempre podemos trazar la circunferencia con didmetro AB pero qué hay de las intersecciones
é¢podemos garantizar que dichas intersecciones siempre existen?

La respuesta es no

Consideremos la siguiente figura
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En este caso no podemos construir un tridngulo ABC con P como centro de su circunferencia de los
nueve puntos éPor qué?

Porque sin importar la recta que tracemos por A el pie de la perpendicular a ésta que pasa
por B siempre estd sobre la circunferencia con diametro AB, por lo que la circunferencia
con centro el P que pasa por L no va a pasar por los pies de las alturas de ABC sin importar
el vértice C que se elijay, en consecuencia, P no puede ser el centro de su circunferencia
de los nueve puntos

Asi, no siempre es posible construir un tridngulo ABC con P como el centro de su circunferencia de
los nueve puntos

Por lo que el enunciado es falso.
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Circunferencias homotéticas y coaxiales

Problema 1
Si una homotecia lleva un tridngulo ABC en otro tridngulo A’B’'C’, entonces los tridngulos son
semejantes.

**iQué es una homotecia?

Una homotecia con centro O y razén K es una funcidn que a cada punto P en el plano le
asocia otro punto P’, tal que P’ estd en la recta OP y los segmentos OP’ y OP cumplen que
OP' =K-0P

¢Qué es lo que tenemos?
Una homotecia que lleva a un tridngulo AABC en otro tridngulo AA’B’C’

Dibujemos la figura

En la figura O es el centro de la homotecia y digamos K su razén -
¢Qué es lo que queremos demostrar?

Que AABC=AA'B'C’
¢Cémo lo hacemos?éQué es lo que sabemos?

Sabemos que 0A' = K- 0A,0B' =K - 0By OC' = K - 0C por definicion de homotecia
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¢Y eso de que nos sirve?¢Qué nos dice?
Como OA' = K-0AyOB' = K - OB, entonces tenemos que
0A" OB’
04 0B
Y ademas <AOB=<A’OB’ por lo que AAOB y AA’OB’ son directamente semejantes, de

donde obtenemos que ABJ|A’B’ y ademas
A'B’ _k
AB

Asimismo, como OB’ = K- OBy OC' = K - OC, entonces tenemos que
OB’ B oc’ _
OB  0C
Y ademas <BOC=<B’OC’ por lo que ABOC y AB’OC’ son directamente semejantes, de donde
obtenemos que BC||B’C’ y ademas
B'C’ _x
BC

Y de forma similar como 04’ = K- 0Ay OC' = K - OC, entonces tenemos que
0A’ _ oc' _
0A  0C
Y ademas <AOC=<A’0C’ por lo que AAOC y AA’OC’ son directamente semejantes, de donde
obtenemos que AC||A’C’ y ademas
A'C _x
AC

Entonces, como ABJ||A’B’, BC||B’C’ y AC||A’C’, los tridangulos AABC y AA’B’C’ son semejantes pues sus
lados respectivos son paralelos entre si y ademas

A,B,_B,C,_A,C,_K
AB BC AC

Es decir, su razén de semejanza es la misma que la razén de la homotecia

Asi, AABC=AA’'B’C’, que es lo que se queria demostrar.
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Problema 2
Si conocemos los parametros de una similitud que lleva un rectangulo ABCD en un rectdngulo
A'B'C'D’, équé relacién hay entre las dreas de los rectangulos?

**Similitud

Una similitud S con centro O, razén Ky angulo 6, es la composicion de una rotacidon Ry de
angulo 6 alrededor de O, seguida de una homotecia Hi con centro O y razén K.

S=HgoRg

Y los parametros de la similitud S son el centro O, la razén Ky el angulo 6

¢Qué es lo que tenemos?
Los parametros de una similitud que lleva un rectdngulo ABCD en un rectdngulo A'B’'C'D’

Entonces tenemos el centro O, la razéon Ky el dngulo 6 de una similitud S que lleva al rectangulo
ABCD en el rectangulo A'B'C'D’

Dibujemos la figura

En la figura A; B, C; D, es el resultado de aplicarle la rotacidn Ry de angulo 0 alrededor de
O al rectangulo ABCD y A’'B’C'D’ es el resultado de aplicarle al rectangulo A;B,C;D; la
homotecia Hyg con centro Oy razén K, por lo que S(ABCD) = A'B'C'D’, donde S es la
similitud de la que tenemos los parametros

¢Qué es lo que nos pide en problema?
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Describir la relacion entre las dreas de los rectdngulos ABCDy A'B'C'D’
¢Qué sabemos de dichas areas?
Como ABCD y A’B'C'D’ rectdngulos sabemos que
Area(ABCD) = AB - BC
Area(A'B'C'D") = A'B'- B'C’
¢Hay alguna relaciéon entre ellas?¢ Qué mas sabemos?
Sabemos que ABCD = A;B;C; D, y que

A'B" B'C" _C'D'" D'A"

= = = =K
AyB, ByC; CiD; D14

Pues A;{B;C;D; y A’'B’C’D’ estan en homotecia con razén K
Entonces tenemos que A'B' = K - A;B; y B'C' = K - B;C,, por lo que obtenemos
Area(A'B'C'D") = A'B'-B'C' = [K-A,;B;]-[K-B;C;] = K*- A,B; - B,C;
Pero, sabemos que AB = A;B; y que BC = B,(; por lo que
Area(A'B'C'D") = K?-A,B; - B,C; = K?-AB - BC = K? - Area(ABCD)
Area(A'B'C'D") = K? - Area(ABCD)

De modo que el drea de A'B'C'D’ es K? veces el drea de ABCD, donde K es la razén de la
similitud.
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Problema 3
Si una circunferencia es tangente a dos circunferencias no concéntricas, los puntos de tangencia
son puntos antihomélogos.

**iCuales son los centros de similitud de dos circunferencias?

Consideremos dos circunferencias no concéntricas con centros O y O’ respectivamente,
tracemos un radio, OA, de modo que no coincida con la linea de los centros, es decir, la
linea que une a Oy O’; y tracemos el didmetro en la circunferencia en O’ que es paralelo a
OA cortando a la circunferencia en A’ y A”. Las intersecciones de AA’ y AA” con OO’ son los
centros de similitud, en la figura H y H’; también se les llama centros de homotecia.

En el caso de que las circunferencias tengan el mismo radio uno de los centros de similitud
serd un punto al infinito, pues en la figura la linea azul seria paralela a la linea de los
centros, y el otro sera el punto medio del segmento que une a los centros de las
circunferencias.

**¢ Cuales son los puntos antihomélogos?

Si una linea pasa por un centro de similitud de dos circunferencias no concéntricas, e
interseca a cada una de ellas en dos puntos distintos, estos cuatro puntos de interseccion
son homotéticos por pares, y los puntos de cada par homotético, son llamados puntos
homologos; que un par de puntos en dos circunferencias no concéntricas sean
homotéticos quiere decir que los radios respectivos son paralelos. Ahora bien, a los pares
de puntos que consisten de un punto en cada circunferencia y que no sean homotéticos,
se les llama antihomélogos.
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En la figura anterior Hy H” son los centros de similitud y como OA||A’A” entonces: con
respecto al centro de homotecia H, Ay A’, By B’ son homdlogosy Ay B’, A’y B son
antihomélogos; y con respecto al centro de homotecia H', Ay A”, Cy C’' son homélogosy A

y C’, A” y C son antihomélogos

Entonces ¢Qué es lo que tenemos?

Una circunferencia tangente a otras dos, es decir, las interseca en un solo punto, punto de
contacto, y tienen una tangente comun en dicho punto, por lo que los puntos en los que
las interseca son colineales con los centros

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que queremos demostrar?

Que Ay B’ son antihomaélogos respecto a las circunferencias en Oy O’

¢Como lo hacemos?éQué necesitamos?

Necesitamos una secante, en particular la que pasa por Ay B’, y la linea de los centros OO’

Tracemos AB’ y OO’

<\

8
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¢Qué debemos probar para que Ay B’ sean antihomélogos?

Como sabemos que OA y OB’ no son paralelos, Ay B’ no son homélogos, por lo que basta
con probar que AB’ pasa por uno de los centros de similitud de las circunferenciasen Oy
0O’, es decir, C es un centro de similitud de las circunferencias en Oy O’

¢Como lo probamos?éQué es lo necesitamos mostrar para que C sea uno de los centros de
similitud de las circunferenciasen Oy O’?

Que OBJ|O’B’ 0 que OA||O’A’
Probemos que OBJ||O’B’ ¢ Cdmo lo hacemos?

Podemos hacerlo usando angulos entre paralelas
Pero ¢Qué es lo que sabemos de los dngulos?

Como sabemos que AABO, AAB’O”” y AA’B’O’ son isdsceles, entonces <OBA=<BAO,
<B’A0""=<0"B’Ay <O’B’A’=<B’A’0’, y ademds <BAO=<B’A0”" y <O"’B’A=<0O’B’A’ por ser
opuestos por el vértice

De modo que tenemos que <OBA=<BAO=<B’A0"’=<0”"B’A=<0’B’'A’=<B’'A’0’=a

¢Y eso de que nos sirve?dComo podemos usarlo?

Si tomamos a BB’ como trasversal OB y O’B’ la intersecan en el mismo angulo, por lo que
son paralelas

Asi tenemos que OB||O’B’, de donde podemos concluir que C es un centro de similitud de las
circunferenciasen Oy O’

Y como OBJ|O’B’ B y B’ son puntos homdlogos y entonces A y B’ son antihomélogos como se queria
demostrar.
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Problema 4
Si una linea variable que interseca a dos circunferencias, pasa por un centro de similitud, las
circunferencias determinan cuerdas cuya longitud tiene una razén constante.

¢Qué es lo que tenemos?
Dos circunferencias y una linea que las interseca y pasa por uno de sus centros de similitud

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que queremos demostrar?
1ot e . . AB - , .
Que AB y A’B’ tiene razén constante, es decir, YO K sin importar la linea que se elija

¢Cémo lo hacemos?éQué es lo que sabemos?

Que Ay A’, By B’ son homdlogos, es decir, OA||O’A’ y OB||O’B’

¢Y eso de que nos sirve?éQué es lo que nos dice?
Que <OAB=<0O’A’B’ y <ABO=<A’B’0Q’, por lo que AABO=AA'B’O’

De donde obtenemos que
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0A OB AB

0'A" 0B AB

Por la correspondencia de lados, pero OA = 0B =R; y 0'A’ = 0'B’' = R, pues son los radios de
las circunferencias, que son constantes y por ende su razén también lo es

Por lo que

AB R,
AB" R,

K

Que es lo que se queria demostrar

Pero ¢Qué pasa si consideramos una linea que pase por el otro centro de homotecia?¢Se sigue
cumpliendo?

Dibujemos la figura para ese caso

. . . AB .
Nuevamente queremos demostrar que AB y A’B’ tiene razdn constante, es decir, = K sin

importar la linea que se elija
¢Cémo lo hacemos?iQué es lo que sabemos?

Sabemos que Ay A’, By B’ son homdlogos, es decir, OA||O’A’ y OB||O’B’
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¢Y eso de que nos sirve?¢Qué es lo que nos dice?
Que <OAB=<0’A’B’ y <ABO=<A’B’0Q’, por lo que AABO=AA'B'O’
De donde obtenemos que

0A OB AB

0'A 0B AB

Por la correspondencia de lados, pero OA=0B =R; y O'A" = 0'B’' = R, pues son los radios de
las circunferencias, que son constantes y por ende su razén también lo es

Por lo que

AB R,
AB" R,

K

Que es lo que se queria demostrar.
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Problema 5
Dibujar una circunferencia que sea tangente a dos lineas dadas y pase por un punto dado.

¢Qué es lo que tenemos?
Dos lineas y un punto
¢Qué es lo que nos pide el problema?
Dibujar una circunferencia tangente a las lineas y pase por el punto

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que sabemos?iQué necesitamos para que sea tangente a las lineas dadas?
Su centro debe equidistar de las lineas dadas

Entonces éDénde debe estar su centro?
En la bisectriz del angulo que forman las lineas

Pero hay dos bisectrices ¢ Cual es la que nos interesa?

La que esta del mismo “lado” que P, pues queremos que la circunferencia pase por P

Tracemos la bisectriz

Pero ¢ Cémo hacemos que ademas pase por P?¢Qué si podemos hacer?
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Podemos trazar facilmente una circunferencia que sea tangente a las lineas dadas
¢éNos sirve de algo?¢Hay alguna relacién entre esta circunferencia y la que buscamos?

Ambas circunferencias son tangentes a las lineas dadas, por lo que C es uno de sus centros
de similitud

¢Y eso de que nos sirve?éComo podemos usarlo?

Si trazamos la linea que pasa por P y C, sabemos es secante a la circunferencia que
tenemos y a la buscada y los puntos de interseccidon son homotéticos por pares, ademds
como la circunferencia que buscamos pasa por P, P es uno de esos puntos

Entonces tracemos una circunferencia auxiliar que sea tangente a las lineas dadas y tracemos PC

Luego, los puntos de interseccion de PC con la circunferencia que tenemos y la que buscamos son
homotéticos por pares, entonces tenemos dos casos Ay P son homotéticos o By P son
homotéticos

Si Ay P son homotéticos, el radio por P de la circunferencia buscada es paraleloa OAysi By P son
homotéticos, el radio por P de la circunferencia buscada es paralelo a OB

Tracemos las paralelas a OA y OB por P
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De modo que O’ y O” son centros para la circunferencia buscada
Y las circunferencias con centro en O’ y O”’ que pasan por P son tangentes a las lineas dadas

éPor qué?

Porgue por construccién las circunferencias de radios O’P y O”’P equidistan de las lineas
dadas, pues sus centros estdn en una bisectriz, y estdn en homotecia con la circunferencia
en O con C como su centro de homotecia; por lo que como las lineas dadas pasan por Cy
son tangentes a la circunferencia en O, entonces también lo son a las circunferencias de
radios O'Py O”’P

Por lo que el problema tiene dos soluciones.
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Problema 6
Construir una circunferencia que pasa por dos puntos dados y es tangente a una linea dada.

¢Qué es lo que tenemos?
Dos puntos y un linea
¢Qué es lo que nos pide el problema?
Construir una circunferencia que pase por los puntos y sea tangente a la linea

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que sabemos?iQué necesitamos para que pase por Ay B?
Su centro debe equidistar de Ay B
Entonces ¢Dénde debe estar su centro?

En la mediatriz del segmento AB

Tracemos la mediatriz
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Ahora bien ¢Cdmo hacemos que ademas sea tangente a la linea dada?¢Qué si podemos hacer?

Podemos trazar facilmente una circunferencia que sea tangente a la linea dada con centro
en la mediatriz

¢éNos sirve de algo?¢Hay alguna relacién entre esta circunferencia y la que buscamos?

Ambas circunferencias son tangentes a la linea dada y la mediatriz de AB es la linea de sus
centros por lo que C es uno de sus centros de similitud

¢Y eso de que nos sirve?dCoémo podemos usarlo?

Si trazamos la linea que pasa por Ay C, sabemos es secante a la circunferencia que
tenemos y a la buscada y los puntos de interseccidon son homotéticos por pares, ademas
como la circunferencia que buscamos pasa por A, A es uno de esos puntos

*Note que solo usamos A pues como el centro esta en la mediatriz de AB si la
circunferencia pasa por A también pasa por B

Entonces tracemos una circunferencia auxiliar con centro en la mediatriz que sea tangente a la
linea dada y tracemos AC

Sabemos los puntos de interseccidn de AC con la circunferencia en O y la que buscamos son
homotéticos por pares, entonces tenemos dos casos A’ y A son homotéticos o A” y A son
homotéticos
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Si A’ y A son homotéticos, el radio por A de la circunferencia buscada es paraleloa OA’ ysi A” y A
son homotéticos, el radio por A de la circunferencia buscada es paralelo a OA”

Tracemos las paralelas a OA’ y OA” por A

Asi tenemos que O’ y O” son centros para la circunferencia buscada

Y las circunferencias con centro en O’ y O”’ que pasan por A son tangentes a la linea dada y como
su centro estd sobre la mediatriz de AB también pasan por B

éPor qué?

Porque por construccidn las circunferencias de radios O’A y O”’A pasan por B, pues su
centro estd en la mediatriz de AB y pasan por A, y estan en homotecia con la
circunferencia en O con C como su centro de homotecia; por lo que como la linea dada
pasa por Cy es tangente a la circunferencia en O, entonces también es tangente a las
circunferencias de radios O'Ay O”’A



72

Asi, el problema tiene dos soluciones.
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Problema 7
La circunferencia de similitud de dos circunferencias que se intersecan, pasa por los puntos de
interseccion.

**|a circunferencia de similitud

La circunferencia de similitud de dos circunferencias no concéntricas, es la circunferencia
que tiene como didmetro el segmento que une sus centros de similitud.

En el caso en el que ambas circunferencias tienen el mismo radio, sabemos uno de sus
centros de similitud es un punto al infinito y el otro es el punto medio del segmento que
une a los centros, de modo que su circunferencia de similitud se degenera en la mediatriz
del segmento que une a los centros y la linea al infinito.

¢Qué es lo que tenemos?
Dos circunferencias que se intersecan
¢Qué es lo que queremos demostrar?
Que su circunferencia de similitud pasa por los puntos de interseccion

Dibujemos la figura, y encontremos los centros de similitud usando alguno de los puntos de
interseccion de las circunferencias
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En la figura Hy H’ son los centros de similitud
Queremos probar que P y P’ estan en la circunferencia de didametro HH’ ¢ Cémo lo hacemos?iQué
necesitamos para que eso suceda?
Bastaria probar que <H’PH y <H’P’H son de 90° (véase el problema 4 de la seccién
“Circunferencia y cuadrilateros ciclicos”)

Concentrémonos en probar que <H’PH=90° ¢ Cdmo lo hacemos?¢Qué es lo que sabemos?

Como P esta en ambas circunferencias sabemos que PO=R y PO’=R’, con Ry R’ los radios
de las circunferencias en O y O’ respectivamente, ademds como H y H’ son los centros de

similitud AO||PO’ y PO||BO’

¢Y eso de que nos sirve?¢Qué mas sabemos?

Como AQ||PO’, entonces AHAO=AHPQO’ y como PO||BO’, entonces AH’BO =AH’PQ’ y por la
correspondencia de sus lados tenemos que

HA HO A0 HB HO A0

HP _HO' PO’ ¥ HP HO PO
Entonces, de las igualdades anteriores y del hecho de que AO=PO por ser radios de la

misma circunferencia, tenemos que
HO H'O A0 PO

HO' _H'O' PO PO’

¢Y eso que nos dice?

Como tenemos que
H'O PO

H'0' PO’

Entonces, PH es la bisectriz interior de <OPO’

Y de forma similar, como tenemos que
HO PO

HO' — PO’

Entonces, PH es la bisectriz exterior de <OPO’
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*éiPor qué? Véase el problema 3 de la seccidon “Geometria del tridngulo”

Asi, tenemos que 2a + 23 = 180° porlo que a+ = 90°, entonces <H'PH = a + 3 = 90°, por
lo que P debe estar en la circunferencia de didmetro HH’

De modo que P esta en la circunferencia de similitud y, de forma analoga, P’ también lo est3d, es

decir, la circunferencia de similitud pasa por las intersecciones de las circunferencias como se
queria demostrar.

*Para demostrar que P’ esta en la circunferencia de similitud, considere la siguiente figura

El andlisis es similar, intente escribirlo con detalle.
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Problema 8
Las tangentes a dos circunferencias en puntos antihomodlogos se intersecan en el eje radical.

**iCudl es el eje radical?

El eje radical de dos circunferencias es el lugar geométrico de los puntos cuyas potencias
con respecto a las dos circunferencias es igual, dicho lugar geométrico es una recta
perpendicular a la linea de los centros. En la figura si P es un punto cuyas potencias con
respecto a las dos circunferencias es igual, la perpendicular a la linea de los centros por él

es el eje radical.

**¢ Cual es la potencia de un punto a una circunferencia?

La potencia de un punto con respecto a una circunferencia, es el producto de sus
distancias a cualquier par de puntos en la circunferencia que sean colineales con él. En la
figura la potencia de P respecto a la circunferencia en O es PA - PB = PQ? con PQ
tangente a la circunferencia.
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Ahora bien ¢Qué es lo que tenemos?

Dos circunferencias, puntos antihomdlogos en ellas y las tangentes a las circunferencias
respectivas en esos puntos

Como necesitamos puntos antihomdlogos necesitamos una secante a las circunferencias que pase
por alguno de los centros de similitud. Dibujemos la figura

¢Qué es lo que queremos demostrar?

Que Cy C’ estdn en el eje radical

Entonces queremos mostrar que la potencia de C respecto a la circunferencia en O es igual a su
potencia respecto a la circunferencia en O’ y de igual forma que la potencia de C’ respecto a la
circunferencia en O es igual a su potencia respecto a la circunferencia en O’

Y, como CAy C'B son tangentes a la circunferencia en O y CB’ y C’'A’ son tangentes a la
circunferencia en O’, por definicién de la potencia lo que queremos demostrar es que CA? = CB’?
y que C'A’? = C'B?, entonces basta demostrar es que CA = CB’y que C’A’ = C'B, es decir, AAB'C
y AA’BC’ son isdsceles

¢Coémo lo hacemos?éQué es lo sabemos?
Sabemos que AO||A’O’ y BO||B’O’, y ademas AABO y AA’B’Q’ son isésceles

¢Y eso de que nos sirve?éQué es lo que nos dice?
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Que AABO=AA’B’Q’ y entonces <BOA=<B’O’A’ y <OAB=<0’A’B’=<ABO=<A’B’'O’=a

Y como a+<B’AC=<CB’A+a=90°, entonces tenemos que <B’AC=<CB’A por lo que AAB’C es isdsceles
Pero falta ver que AA’BC’ sea isdsceles ¢ Cdmo lo hacemos?

Pues como AO||A’O’ y CAy C’'A’ son perpendiculares a ellas entonces CA||C'A’ y de forma
similar como BO||B’O’ y CB’ y C'B son perpendiculares a ellas entonces CB'||C'B

De modo que AAB’C=AA’BC’, por lo que AA’BC’ también es isésceles y <C'BA’=<BA’'C’

Asi, obtenemos que CA=CB’ y que C'A’=C’B como se queria demostrar.

*éQué pasa si usamos el otro centro de similitud? Considere la siguiente figura. El andlisis es
andlogo, intente escribirlo con detalle.
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Problema 9
Si cada una de las circunferencias de una pareja corta ortogonalmente a cada una de una segunda
pareja entonces el eje radical de cada par es la linea de los centros del otro.

**iQué significa que dos circunferencias se corten ortogonalmente?

Que dos circunferencias se corten ortogonalmente o sean ortogonales quiere decir que las
tangentes trazadas en cualquiera de sus puntos de interseccion son perpendiculares, es
decir, los radios de éstas por cualquiera de sus puntos de interseccion son perpendiculares

¢Qué es lo que tenemos?
Dos pares de circunferencias tales que cada par corta ortogonalmente al otro

Dibujemos la figura .
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¢Qué es lo que queremos demostrar?
Que la linea de los centros de un par de circunferencias es el eje radical del otro par

Entonces queremos probar que 0’;0’; es el eje radical de las circunferencias en O; y O, y que 0,0,
es el eje radical de las circunferencias en 0’1y O’z , es decir, queremos que O’y y O’; estén en el eje
radical de las circunferencias en O;y O, y que O1 y Oz estén en el eje radical de las circunferencias
en 0’1y 0’

¢Como lo hacemos?éQué necesitamos para que un punto esté en el eje radical de dos
circunferencias?

Que sus potencias respecto a ambas circunferencias sean iguales

Concentrémonos en, por ejemplo, O; y O, ¢ Qué sabemos de sus potencias respecto a las
circunferencias en 0’1y O’;?

Como 0O3A y O3B son tangentes a las circunferencias en O’; y O’; respectivamente,
entonces las potencias de O; respecto a las circunferencias en 0’1y 0’; son 0; A% y 0, B?
respectivamente y ademas son iguales pues O;A y 01B son radios de la circunferencia en
04, por lo que O; esta en el eje radical de las circunferencias en 0’1y O’;

Y de forma similar O, estd en el eje radical de las circunferencias en 0’1 y O’ , pues sus
potencias respecto a dichas circunferencias son 0,C? y 0,D? respectivamente y ademas
son iguales pues 0,C y O,D son radios de la circunferencia en O,

De lo anterior O; y O, estdn en el eje radical de las circunferencias en 0’1y O’z , es decir, 0,0, es el
eje radical de las circunferencias en O’; y O’;

Y analogamente 0’10’; es el eje radical de las circunferencias en O; y O, (intente escribirlo con
detalle).

Asi, el eje radical de cada par de circunferencia es la linea de los centros del otro par de
circunferencias, como se queria demostrar.
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Problema 10

Los ejes radicales de una circunferencia dada y de las circunferencias de un conjunto coaxial son

concurrentes.

**Circunferencias coaxiales

Si un conjunto de circunferencias es tal que el eje radical es el mismo para cualquier par de
circunferencias del conjunto, se dice que las circunferencias son coaxiales y forman un

conjunto coaxial.

@

¢Qué es lo que tenemos?

Una circunferencia dada y un conjunto coaxial de circunferencias

Dibujemos la figura

I i
|

g

1 1
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En la figura la circunferencia en O es la dada y la recta roja es el eje radical del conjunto coaxial
¢Qué queremos demostrar?

Que los ejes radicales de la circunferencia dada con las circunferencias del conjunto
coaxial son concurrentes

Entonces queremos probar que los ejes radicales de la circunferencia en O con cualquier
circunferencia del conjunto coaxial pasan por un mismo punto

Pero ¢Qué punto?iQué sabemos de los ejes radicales?

Dibujemos el eje radical de la circunferencia en O con alguna circunferencia del conjunto coaxial

¢Qué sabemos del punto de interseccion del eje radical del conjunto coaxial y el que acabamos de
trazar?

Como Cr esta en el eje radical de la circunferencia dada y una circunferencia del conjunto
coaxial sus potencias a la circunferencia dada y a la circunferencia del conjunto son
iguales; pero como ademads esta en el eje radical del conjunto coaxial su potencia a
cualquier circunferencia de dicho conjunto es siempre la misma

De modo que las potencias de Cr a cualquier circunferencia del conjunto coaxial y a la
circunferencia dada son iguales
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Por lo que Cr esta en el eje radical de la circunferencia dada y cualquier circunferencia del
conjunto, es decir, los ejes radicales de la circunferencia dada y de las circunferencias del conjunto
coaxial pasan por Cr

Asi, los ejes radicales de la circunferencia dada y de las circunferencias del conjunto coaxial son
concurrentes, como se queria demostrar.
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Menelao, Ceva y Desargues

Problema 1

Si los lados AB, BC, CD y DA de un cuadrilatero ABCD son cortados por una linea en los puntos P, Q,

AP BQ CR DS

Ry S respectivamente entonces —*—+—-— =
PB QC RD SA

¢Qué es lo que tenemos?

Un cuadrilatero ABCD y una recta que cortaa ABenP,BCen Q,CDen Ry DAenS

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que queremos probar?

AP BQ CR DS

Que —-—+— — =1

PB QC RD SA

Entonces queremos establecer una relacion entre los segmentos que determina la recta en los
lados del cuadrilatero ¢ Como podemos hacerlo?¢A qué se parece?

Se parece al teorema de Menelao, pero el teorema de Menelao es para tridngulos
¢Cémo podemos usarlo?¢Qué necesitamos?
Necesitamos tridngulos por lo que es necesario trazar una diagonal

Tracemos AC
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Obtenemos los tridngulos AABC y AACD
Apliqguemos Menelao a dichos tridngulos

Pero hay varias formas de aplicar Menelao écual es la que nos sirve?

. o AP B .
Como necesitamos los términos 25 Y Q_?; en el AABCiremosde AaByluegoaC,yde

. . . CR DS
forma similar en el AACD iremos de A a Cy luego a D pues necesitamos 27 5a

Entonces aplicando Menelao a AABC y AACD obtenemos

AP BQ CT _ AT CR DS_
PB'QC TA- 7 TC RD SA_

Multiplicando ambas, pues necesitamos una Unica expresién, tenemos

AP BQ CT AT CR DS

ﬁ.ﬁ.ﬁ.ﬁ.ﬁ.gz(_l)(_l)zl

Y ademds como CT = —TCy AT = —TA obtenemos

AP BQ CT AT CR DS AP BQ ) lCR Ds_1
PB QC TA TC RD SA PB QC( X )RD SA

Asi obtenemos que

AP BQ CT AT CR DS

PB QC TA TC RD SA

Que es lo que se queria demostrar
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Problema 2
Si Py Qson puntos en AB y AC del tridngulo ABC de tal forma que PQ es paralela a BC, y si BQy CP
se intersecan en O, entonces AO es una mediana.

¢Qué es lo que tenemos?

Tenemos un triangulo ABC, los puntos P y Q en los lados AB y AC tal que PQJ|IBCy O la
interseccién de BQy CP

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que debemos demostrar?
Que AO es una mediana, es decir AO pasa por el punto medio de BC, es decir, BL=LC
¢Cémo hacerlo?¢Qué es lo que sabemos?
Sabemos que PQJ|BC
¢Qué mas sabemos?éQué podemos decir de la figura?
BQ, CP y AL son concurrentes
Entonces ¢ Qué mas podemos decir?
Como son concurrentes podemos aplicar el teorema de Ceva

Aplicando Ceva a BQ, CP, AL tenemos
AP BL CQ _

PB LC QA
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. . BL S~
Pero ¢Eso de que nos sirve? Queremos que oo 1 ¢Qué no hemos usado?

No hemos usado que PQJ|BC

. AP C ,
Necesitamos que — - Q-1 ¢Coémo podemos usarlo?
PB QA
AP A
Pues como PQJ|BC entonces — = 4
PB~ QC
Entonces tenemos que
AP QC
PB AQ

Y ademas como QC = —CQ y AQ = —QA obtenemos

AP CQ
PB QA

Y en consecuencia

BL
LC
Es decir, L es el punto medio de BC

Asi AO es una mediana, que es lo que se queria demostrar.
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Problema 3
Dado un segmento AB y su punto medio. Dibujar por un punto dado P, con regla solamente, una
paralela a AB.

¢Qué es lo que tenemos?

Un segmento AB, su punto medio y un punto dado P
¢Qué nos pide el problema?

Trazar la paralela a AB por P usando solamente regla

Dibujemos la figura

¢Qué podemos hacer?

Como sélo podemos usar regla, lo Unico que podemos hacer es trazar rectas dados dos de
sus puntos

De modo que para poder trazar la paralela a AB por P necesitamos otro punto de ella
Entonces necesitamos encontrar otro punto, digamos Q, tal que PQ sea paralela a AB
Ahora bien ¢ Cdmo sabemos que dos rectas son paralelas?
Si trazamos una transversal a ellas los dngulos que se forman entre las restas suman 180°

Pero sélo podemos usar regla por lo que no podemos medir dngulos ¢De qué otra forma podemos
saber que dos rectas son paralelas?

Por Thales, si dos rectas son cortadas por dos transversales que se intersecan y los
segmentos determinados sobre ellas son proporcionales entonces las rectas son paralelas

éPodemos usarlo?¢Qué necesitamos?
Dos transversales que se intersequen
¢Qué transversales?¢é Cudles parecen mas convenientes?

Una que pase por Ay otra por B
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Pero, necesitamos que la paralela pase por P ¢ COmo podemos garantizarlo?
Haciendo que alguna de las transversales pase por P

Dibujemos la figura

Tenemos un tridngulo y queremos una paralela a un de sus lados

c

; cp
Necesitamos encontrar un punto Q en BC tal que A= Y

¢Cémo lo hacemos?¢A qué se parece?iHemos resuelto algun problema similar?

Se parece a la figura del problema anterior, pero en el problema anterior teniamos la
paralela

¢Qué nos dice el problema anterior?

En nuestra figura, nos dice que si PQ es paralela a AB entonces CO es una mediana con O
la interseccién de BP y AQ




91

é¢Podemos usarlo?éComo?

Como L es el punto medio de AB entonces CL es una mediana y conocemos P por lo que
podemos trazar BP, entonces la recta que pasa por Ay la interseccion de CLy BP
determinaa Q

Dibujemos la figura

Entonces Q es el punto buscado, es decir PQ el paralela a AB
éPor qué?
Pues por construccion AQ, BP y CL son concurrentes y por el teorema de Ceva

AL BQ CP_1
LB QC PA

Y sabemos que AL=LB, es decir % =1

Entonces tenemos que

BQ CP

OC PA
De donde obtenemos
cp _ cQ
PA QB

Es decir, los segmentos que determinan las transversales CA y CB son proporcionales y en
consecuencia PQJ|AB

Asi, hemos trazado una paralela a AB por el punto dado P usando sélo regla.
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Problema 4

Refiera la solucidn del siguiente problema al Teorema de Desargues: Dadas dos lineas rectas y un
punto que no se encuentre en ellas. Con regla solamente, trazar una linea por el punto dado y por
el punto de intersecciéon de las dos lineas dadas sin usar este punto de interseccién.

¢Qué es lo que tenemos?
Dos rectas y un punto fuera de ellas

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que nos pide el problema?

Trazar una recta por Py la interseccion de las rectas a y b, pero sin usar dicha interseccién
y usando solamente regla

Entonces sélo podemos trazar rectas, no paralelas ni perpendiculares
Ahora bien ¢Qué mas nos dice el problema?

Que usemos el teorema de Desargues
¢Qué nos dice el teorema de Desargues?

Si dos tridngulos estan en perspectiva, los puntos de interseccién de lados
correspondientes son colineales; e inversamente, si los lados respectivos de dos triangulos
se cortan en tres puntos colineales, entonces los triangulos estan en perspectiva.
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**éQué significa que dos tridngulos estén en perspectiva?

Se dice que dos tridngulos estdn en perspectiva si sus vértices correspondientes se
encuentran sobre rectas concurrentes, como se muestra en la figura, al punto de
interseccion de dichas rectas se le lama centro de perspectiva

**i A qué se refiere con lados correspondientes?

Cuando dos tridngulos estan en perspectiva los lados correspondientes son aquellos que
tienen sus extremos sobre las misma rectas; en la figura los lados correspondientes tienen
el mismo color

Queremos construir una recta que concurra conay b ¢Como podemos usarlo?
Como queremos tres rectas concurrentes necesitamos tridngulos en perspectiva
¢Cudles triangulos?

Como queremos que las rectas concurrentes sean a, b y la recta por P, que es la que
buscamos, entonces los tridngulos tienen un vérticeenayotroenb

¢Qué mas sabemos?iCémo podemos garantizar que la otra recta, la que buscamos, pase por P?
Haciendo a P el vértice de uno de los tridngulos

Entonces podemos determinar uno de los tridngulos éPor qué?
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Porque sabemos que tiene un vértice en a, otro en b y el tercer vértice es P por lo que
podemos simplemente construirlo

Dibujemos la figura

¢Qué necesitamos?
Un tridngulo que este en perspectiva con APQR que tenga un vérticeenayotroenb

¢Como podemos construirlo?é COmo sabemos que dos triangulos estan en perspectiva sin usar las
rectas concurrentes?

Por el teorema de Desargues sabemos que si los lados respectivos de dos tridngulos se
cortan en tres puntos colineales, entonces los tridngulos estan en perspectiva

Entonces, para que dos tridngulos estén en perspectiva necesitamos que sus lados se intersequen
en tres puntos colineales ¢ Cémo lo hacemos?éCédmo hacemos que las intersecciones de los lados
de APQR vy el tridngulo que estamos buscando sean colineales?

Las construimos colineales
éCoémo?

Tomamos tres puntos colineales en los lados de APQR y hacemos que sean las
intersecciones de los lados

Extendamos los lados de APQR y tracemos una recta que los interseque, las intersecciones son
obviamente colineales

Dibujemos la figura
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Queremos que X, Y y Z sean las intersecciones de los lados por lo que los lados del tridngulo que
buscamos deben pasar por X, Yy Zy ademds uno de sus vértices debe estar en ay otro en b ¢Es
suficiente?éCémo lo determinamos?

Es suficiente; como el tridngulo que buscamos esta en perspectiva con APQR y sus lados
correspondientes se intersecan en X, Y y Z, entonces el lado de éste que tiene vértices en a
y b pasa por X

Tracemos una recta por X que corteaayb
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Entonces Ay B son dos de los vértices del triangulo que buscamos
¢Cémo determinamos el vértice faltante?

Simplemente trazamos AY y BZ, para determinar los otros lados del tridngulo, y la
interseccion es el vértice buscado

Tracemos la figura
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Asi, los triangulos APQR y AABC estan en perspectiva pues las intersecciones de sus lados
correspondientes son colineales y, por el teorema de Desargues, deben estar en perspectiva

Y en consecuencia a, b y PC, las rectas que pasan por sus vértices correspondientes, concurren

Por lo que PC es la recta buscada

De modo que trazamos una recta por P que concurre con las rectas a y b sin usar su punto de
interseccion y usando solo regla.
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Problema 5

Si P, Qy R son puntos en los lados BC, CA y AB de un tridngulo ABC, tales que AP, BQ y CR son
concurrentes y si QR, RP y PQ cortan a BC, ACy AB en P/, Q' y R’ respectivamente, entonces P/, Q' y
R’ son colineales y ademas AP, BQ' y CR’ son concurrentes.

¢Qué es lo que tenemos?

Un tridngulo AABC y puntos P, Qy R en sus lados tales que las lineas AP, BQ y CR concurren
y P/, Q" y R’ las intersecciones de éstas con BC, ACy AB respectivamente

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que queremos demostrar?
Que P/, Q' y R’ son colineales y ademas AP, BQ' y CR’ son concurrentes

Primero veamos que P’, Q" y R’ son colineales ¢Cdmo lo hacemos?éCémo sabemos que tres puntos
son colineales?

Sabemos que las intersecciones de los lados correspondientes de dos tridngulos en
perspectiva son colineales

¢Podemos usarlo?éComo?

Necesitamos dos tridngulos que estén en perspectiva tales que las intersecciones de sus
lados correspondientes sean P/, Q' y R’

Entonces ¢Cudles son los tridngulos que necesitamos?
Los triangulos AABC y APQR
éPor qué?

Sus vértices estan sobre las lineas AP, BQy CR que concurren en el punto O
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Asi AABC y APQR estan en perspectiva con O como centro de perspectiva por lo que las

7

intersecciones de sus lados correspondientes son colineales, pero dichas intersecciones son P’, Q
y R’, es decir, P’, Q" y R’ son colineales

¢Qué nos falta demostrar?
Que AP, BQ' y CR’ son concurrentes

Dibujemos la figura
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¢Cémo lo hacemos?¢Cudando sabemos que tres rectas son concurrentes?

Sabemos que si los lados respectivos de dos tridngulos se cortan en tres puntos colineales,
entonces los tridngulos estan en perspectiva y los rectas que pasan por vértices
correspondientes son concurrentes

¢Podemos usarlo?éQué necesitamos?

Como queremos probar que AP, BQ' y CR’ son concurrentes los vértices de los tridngulos
gue buscamos estdn sobre ellas

¢Qué triangulos cumplen esas condiciones?
Los triangulos AABC y APQ’R’
¢Por qué?

Las intersecciones de sus lados respectivos, P’, Ry Q, son colineales por lo que estan en
perspectiva y en consecuencia las rectas que pasan por vértices correspondientes
concurren, es decir, AP, BQ' y CR’ concurren

Por lo que hemos demostrado que P’, Q' y R’ son colineales y ademas AP, BQ' y CR’ son
concurrentes.



101

Problema 6
Si tres tridangulos estdn en perspectiva por pares y los pares tienen un eje comun de perspectiva,
entonces los centros de perspectiva son colineales.

**iCual es el eje de perspectiva?

Si dos tridngulos estan en perspectiva, los puntos de interseccién de lados
correspondientes son colineales; la linea que determinan estas intersecciones se llama eje
de perspectiva

¢Qué es lo que tenemos?

Tres tridngulos en perspectiva por pares, es decir, si consideramos cualesquiera dos estan
en perspectiva; y ademas el eje de perspectiva es el mismo

Dibujemos la figura

De la figura los triangulos AABC, ADEF y AGHI estan en perspectiva por pares con XYZ como
eje de perspectiva comuny O, O’y O” son los centros de perspectiva

¢Qué es lo que queremos demostrar?
Que los centros de perspectiva son colineales, es decir, O, O’ y O” son colineales

¢Cémo lo hacemos?éCuando sabemos que tres puntos son colineales?
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Tres puntos son colineales si son las intersecciones de los lados correspondientes de
tridngulos en perspectiva, por Desargues

¢Podemos usarlo?éQué necesitamos?

Necesitamos encontrar dos tridngulos en perspectiva tal que O0’0” sea su eje de
perspectiva

Entonces sus lados deben estar sobre las rectas que pasan por O, O’ y O”

Observemos la figura

¢Qué triangulos cumplen las condiciones?

Hay varios pares de tridngulos que cumplen las condiciones
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Los tridngulos AADG y ABEH con X como su centro de perspectiva
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Y ACFl y ABEH con Z como su centro de perspectiva

Por lo que considerando cualquiera de los pares de tridngulos que acabamos de mencionar, las
intersecciones de sus lados correspondientes son colineales por estar en perspectiva pero dichas

intersecciones son O, 0’ y 0"

Asi, O, O’ y 0” son colineales que es lo que se queria demostrar.
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Hileras y haces arménicos

Problema 1:

Sean A, By C tres puntos colineales. Demostrar que el conjugado arménico de C con respectoa Ay
B, puede ser localizado como sigue: trazamos un tridngulo tal que uno de sus lados sea AB,
digamos PAB, tomamos puntos Ny M en PA y PB respectivamente tales que BM y CN concurran
con PCy finalmente trazamos MN y la interseccion de ésta con AB, D, es el conjugado armdnico de
Crespectoa Ay B.

¢Qué nos pide el problema?
Demostrar que el método descrito es correcto
¢Qué es lo que tenemos?
Tenemos A, By C puntos colineales
¢Qué es lo que queremos demostrar?
Que el punto D es el conjugado armédnico de C respectoa Ay B
Hagamos la construccion que describe

Tracemos el triangulo PAB P
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Tracemos MN y sea D el punto de interseccién de ésta con AB

P

Queremos mostrar que D es el conjugado armdnico de Crespectoa Ay B
AC AD Cn .
Entonces queremos probar que 5= o8 ¢Coémo lo hacemos?éQué es lo que si sabemos?

Sabemos que PC, AM y BN son concurrentes y ademas MN es un recta trasversal al
tridngulo
Como PC, AM y BN son concurrentes, aplicando Ceva, tenemos que

PN AC BM

NA CB MP

Y como MN es una transversal al tridngulo PAB, aplicando Menelao, tenemos que

Y al igualar ambas tenemos que

PN AC BM PN AD BM
NA CB MP  NA DB MP

De donde obtenemos que

AC _ AD
CB~ DB

Por lo que D es el conjugados arménico de Crespectoa Ay B

Que es lo que se queria demostrar.



107

Problema 2
Las lineas que unen cualquier punto de una circunferencia a los vértices de un cuadrado inscrito,
forman un haz arménico.

¢Qué es lo que tenemos?

Una circunferencia, un cuadrado inscrito y las lineas que unen a un punto cualquiera en
ella con los vértices del cuadrado

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que queremos demostrar?
Que PA, PB, PCy PD forman un haz arménico, es decir P{ACBD}=-1

Entonces queremos probar que

sin(APB) _ sin(APD)
sin(BPC)  sin(DPC)

¢Cémo lo hacemos?iQué es lo que sabemos de esos angulos?

Son angulos inscritos en una circunferencia por lo que son igual a la mitad de sus angulos
centrales correspondientes

¢Nos sirve de algo?¢éQué sabemos de sus angulos centrales?
Sabemos que las diagonales de ABCD determinan los angulos centrales
éPor qué? ¢Como sabemos eso?

Pues como ABCD es un cuadrado, todos sus lados son iguales y sus diagonales son iguales;
ademas, por ser paralelogramo, sus diagonales se cruzan en su punto medio, de modo que
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el punto de intersecciéon de sus diagonales equidista de todos sus vértices, es decir, es el
centro de la circunferencia en la que estd inscrito

Dibujemos la figura

¢Qué podemos decir ahora de los angulos centrales?
Que <AOD=<D0OC=<COB, esto pues AAOD=ADOC=ACOB ya que todos sus lados son iguales
Asi <APD=<DPC=<CPB pues sus angulos centrales correspondientes son iguales

Ademas <APB=<APC+<CPB pero AC es didmetro, por lo que el dngulo central de <APC es 180° y por
ende <APC=90°, entonces <APB=90°+<CPB

Entonces tenemos que

sin(APB) _ sin(APC +CPB)  sin(90°+ CPB)  sin(CPB)
sin(BPC) ~ sin(—CPB) sin(CPB) ~ sin(CPB)

Y que
sin(APD)
sin(DPC)
Y en consecuencia

sin(APB) _ sin(4PD)
sin(BPC)  sin(DPC)

Que es lo que queriamos demostrar.
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Problema 3
Si AP, BQy CR son las alturas de un triangulo ABC, el haz P{QRAB} es armdnico.

¢Qué es lo que tenemos?
Un tridngulo, sus alturas y los pies de sus alturas

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que queremos demostrar?
Que P{QRAB}=-1
Entonces queremos probar que

sin(QPA) _ sin(QPB)
sin(APR) ~ sin(BPR)

¢Cémo lo hacemos?éQué es lo que si sabemos?

Sabemos que P, Q y R son los pies de las alturas, es decir, son los vértices del tridngulo
pedal de las alturas

¢Hay alguna relacién con las alturas?

Sabemos que las alturas de un tridngulo son las bisectrices de su triangulo pedal
correspondiente, por lo que AP biseca a <QPR

Entonces <QPA=<APR=a

De modo que tenemos que

sin(QPA)
sin(APR)

Por lo que basta probar que
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sin(QPB)
sin(BPR)

-1

¢Como lo hacemos? Observemos la figura

¢Qué sabemos de <QPB y <BPR?

<QPB= a +<APB y <BPR=<BPA+ a, pero como AD es perpendicular a BCy, entonces
<QPB=0+90° y <BPR=-90°+a

Entonces

sin(QPB) _sin(a +90°)  sin(a)
sin(BPR)  sin(a —90°)  —sin(a)

Asi, obtenemos

sin(QPA) _ sin(QPB)
sin(APR) ~ sin(BPR)

Que es lo que se queria demostrar.
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Problema 4
La bisectriz del dngulo en A del tridngulo ABC corta al lado opuesto en P. Sean Qy R los pies de las
perpendiculares desde By C sobre AP. Demostrar que los cuatro puntos A, P, Q y R son armodnicos.

¢Qué es lo que tenemos?
Un tridngulo ABC, la bisectriz de su dngulo en Ay las perpendiculares a ésta porBy C

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que queremos demostrar?

AQ _ AR
QP RP

Qué {APQR}=-1, es decir, queremos probar que

¢Qué es lo que sabemos?¢Cuales son los datos?

Como AP es la bisectriz de <BAC entonces <ABP=<PACy BQ y CR son perpendiculares a AP
Tenemos angulos y necesitamos relacionar segmentos de recta ¢ Cémo lo hacemos?

Semejanza de triangulos
¢Qué triangulos?

Como necesitamos ver que g—i = — :—}; , los tridngulos deben tener a alguno de esos
segmentos como uno de sus lados
Notemos los tridngulos AABQ y AACR, y los tridngulos ABQP y ACRP

Tenemos que AABQ=AACR pues <BAQ=<CAR=a y <AQB=<ARC=90° y en consecuencia <QBA=<RCA
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Obteniendo, por la correspondencia de sus lados, que

52l =[5l = ]
AC| |AR| ~ IcR

A C

Y, de forma similar, ABQP=ACRP pues <QPB=<CPR, por ser opuestos por el vértice, y
<BQP=<CRP=90° y en consecuencia <PBQ=<PCR

Obteniendo, de la correspondencia de sus lados, que
|BQ|_|QP _|BP
CrR|l ~ IRP| ~IcP

Asi, tenemos que

5l =l =[5
AR| ICR| |RP

De donde obtenemos
|AQ |AR
QP IRP
Note que usamos valores absolutos pues estamos hablando de segmentos dirigidos

Ahora para determinar los signos de las razones, apoyémonos en la figura

Observemos que AQy QP tiene la misma direccidn mientras que AR y RP tienen direcciones

A AR . . .
opuestas, por lo que Q—g Y % tienen signos opuestos pues P esta entre Qy R
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Pero ¢Siempre pasa esto?éPor qué P tiene que estar entre Q y R?

Porque BQJ|RC pues ambas son perpendiculares a la bisectriz del angulo en Ay P estd en el
lado BC pero ademas el lado BC se encuentra entre BQ y RC, es una trasversal, por lo que,
como P estd en BC, P estd entre BQy CR, es decir, P estd entre Q y R.

Asi, tenemos que

AQ AR
QP  RP

Que es lo que se debia demostrar.

*Es importante mencionar que en el caso de que la bisectriz del angulo en A seria perpendicular a
BC se tendria que Q=R=P, en cuyo caso no tiene sentido hablar de hileras armdnicas.
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Problema 5
Sea O un punto cualquiera en la altura AD del tridngulo ABC. Las rectas BO y CO intersecan a ACy
AB en E y F respectivamente. Probar que el angulo <EDF es bisecado por AD.

¢Qué es lo que tenemos?
Un tridngulo ABC, AD una de sus alturas, O un punto en ella y las lineas BO y CO

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que debemos probar?
Que <EDA=<ADF
¢Cémo lo hacemos?¢éQué es lo que sabemos?
Sabemos que AD es perpendicular a BC
¢Cémo lo usamos?¢éComo lo relacionamos con que AD sea la bisectriz?

Sabemos que si en un haz arménico un par de lineas conjugadas es perpendicular,
entonces esas lineas bisecan a los dngulos formados por las otras dos

Entonces, bastaria mostrar que DF, DA, DE y DC forman un haz armdnico ¢Cémo lo
hacemos?éCémo sabemos que un haz es armdnico?

Si un haz de cuatro lineas es cortado por una transversal en una hilera armdnica de
puntos, el haz es armdnico

Necesitamos una transversal a DF, DA, DE y DC ¢ Qué transversal? Necesitamos ver que forme una
hilera armdnica ¢ Cudl nos conviene?

La linea que pasa porEy F

Dibujemos la figura
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Queremos ver que F, E, Gy H forman una hilera arménica ¢COmo?¢Qué es lo que si sabemos?
Sabemos que B, C, D y H forman una hilera armdnica por la construccion
¢Y eso de que nos sirve?¢Cémo lo usamos?

Si consideramos el haz AB, AC, AD y AH, como la hilera B, C, D y H es armdnica, es un haz
armonicoy F, E, Gy H son una hilera en dicho haz

De modo que F, E, G y H forman una hilera armadnica
Pero F, E, Gy H son, a su vez, una hilera del haz D{FEGH} por lo que es un haz armdnico

Y como DAy DH son lineas armdnicas conjugadas y ademas son perpendiculares, entonces bisecan
a los angulos que forman las otras dos

Asi AD biseca a <EDF.
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Problema 6

Demuestre que si tres puntos X, Y y Z estan en los lados BC, CAy AB de un triangulo ABCy X', Y’y
Z’ son sus conjugados armadnicos respecto a los vértices C, Ay B del triangulo, las rectas AX’, BY’ y
CZ’ son concurrentes siy sélo si X, Yy Z son colineales.

¢Qué es lo que tenemos?

Un tridngulo ABC, X, Y y Z puntos en los lados BC, CAy AB, y X', Y’ y Z’ son sus conjugados
armonicos respecto a los vértices

¢Qué nos pide el problema?
Es una doble implicacidon, nos pide demostrar dos cosas:

1. Silas rectas AX’, BY' y CZ' son concurrentes entonces X, Y y Z son colineales
2. SiX,YyZson colineales entonces las rectas AX’, BY’ y CZ’ son concurrentes

Procedamos de forma separada

I Para el enunciado 1. Si las rectas AX’, BY’ y CZ’' son concurrentes entonces X, Yy Z son
colineales

¢Cual es nuestra hipotesis?
Las rectas AX’, BY’ y CZ’ son concurrentes

Dibujemos la figura 7




¢Qué es lo que queremos demostrar?
Que X, Yy Z son colineales

¢Como sabemos que tres puntos son colineales?
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Si tres puntos en los lados de un tridngulo cumplen la relacién del teorema de Menelao,

entonces son colineales (reciproco del teorema de Menelao)

Entonces para que X, Y y Z sean colineales ¢ Qué necesitamos probar?

¢Como lo hacemos?éQué es lo que si sabemos?

Que X', Y’y Z’ son los conjugados arménicos de X, Y y Z respectivamente y que AX’, BY' y

CZ’' son concurrentes

Entonces tenemos que A,B,Z'yZ;B,C, X'y X;yC, A, Y yYson hileras arménicas, de donde

obtenemos
Az Az Az’ Az
ZB- 7B © Z'B_ 7B
BX  BX' BX'  BX
xc~ " xc T xcT xc
cy cv cY' ¢y
YA YA T YA  va

Y ademas como AX’, BY' y CZ’ son concurrentes, por Ceva, tenemos

AZ'" BX' cY’

7B X'C Y'A

Y al sustituir las igualdades anteriores en esta ultima obtenemos

7B X'C YA 7B XC

AZ' BX' CY’_( AZ) ( BX) ( CY)_ AZ BX CY
ZB XC Yda)
Es decir

AZ BX CY

ZB XC YA

Asi, por el reciproco del teorema de Menelao, X, Yy Z son colineales

Que es lo que se queria demostrar.

1. Para el enunciado 2. Si X, Y y Z son colineales entonces las rectas AX’, BY’ y CZ’' son

concurrentes

¢Cudl es nuestra hipdtesis?
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Los puntos X, Y y Z son colineales

Dibujemos la figura

¢Qué es lo que queremos demostrar?

Que AX’, BY’ y CZ’ son concurrentes
¢Cémo sabemos que tres rectas son concurrentes?

Como en este caso pasan por los vértices A, By C de un tridngulo entonces si sus
intersecciones con los lados del tridngulo cumplen la relacién del teorema de Ceva, son
concurrentes (reciproco del teorema de Ceva)

Entonces para que AX’, BY’ y CZ’ sean concurrentes ¢ Qué necesitamos probar?

AZr BXr CYr

Que — " — — =1

ZIB XIC YIA

¢Coémo lo hacemos?éQué es lo que si sabemos?

Que X', Y’y Z’ son los conjugados armonicos de X, Y y Z respectivamente y que los puntos
X, Yy Z son colineales



Entonces tenemos que A,B,Z’yZ;B,C, X' yX;yC, A, Y yYson hileras armdnicas, de donde
obtenemos

A7 AZ' AZ'  AZ
ZB- 7B © 7B 7B
BX  BX BX'  BX
xc_ xc © Xc~ xc
cy  cy cY’
YAT YA © YA YA

Y ademads como X, Y y Z son colineales, por Menelao, tenemos

AZ BX CY

ZB XC YA

Y al sustituir las igualdades anteriores en esta ultima obtenemos
AZ.BX.CY_< AZ’>.< BX’>.< CY’) _ AZ’.BX"CY’
ZB XC YA Z'B X'c YAl ZB XC
Es decir
AZ' BX' cY'

=1
Z'B X'C Y'A

Asi, por el reciproco del teorema de Ceva, AX’, BY’ y CZ’' son concurrentes

Que es lo que se queria demostrar.
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Problema 7
Construya un cuadrilatero completo que tenga un tridngulo diagonal dado.

**iQué es un cuadriladtero completo?

Es la figura que consiste de cuatro lineas, ninguna terna de ellas concurrente, y los seis
puntos en los que se interseca cada par de rectas

/

**iCudl es el tridangulo diagonal de un cuadrilatero completo?

Es el triangulo cuyos lados unen vértices opuestos del cuadrildtero completo, dos vértices
de un cuadrilatero completo son opuestos si ninguna de las cuatro lineas que definen al
cuadrilatero los unen

¢Qué es lo que tenemos?
Un triangulo dado
¢Qué es lo que nos pide el problema?
Construir un cuadrilatero completo cuyo triangulo diagonal sea el dado

Dibujemos la figura
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¢Qué es lo que sabemos?

Como APQR es el tridngulo diagonal sus lados determinan las diagonales del cuadrilatero
completo

¢Qué mas sabemos?éHay alguna relacién con los vértices del cuadrilatero?

En cada diagonal del cuadrilatero completo, hay una hilera armodnica, que consiste de los
vértices del triangulo diagonal y los dos vértices del cuadrildtero que estadn en dicha
diagonal

Entonces los vértices del cuadrildtero completo estan en los lados del tridangulo dado y ademas son
conjugados armanicos respecto a sus vértices

De modo que tres de los vértices del cuadrilatero que buscamos estan sobre el triangulo y los
otros tres fuera de él

¢Qué pasa si consideramos a los vértices del cuadrilatero completo que estan fuera del triangulo
diagonal?éQué sabemos de ellos?

Son los conjugados armadnicos de los vértices que estan sobre el tridngulo diagonal y
ademas son colineales

¢Y eso de que nos sirve?iComo podemos usarlo?

Queremos tres puntos en los lados del triangulo tales que sus conjugados armadnicos respecto a
sus vértices sean colineales

é¢Hemos resuelto algun problema similar?

Se parece al problema anterior
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¢Qué nos dice el problema anterior?

Si tres puntos X, Yy Z estdn en los lados BC, CA y AB de un triangulo ABCy X, Y y Z’ son
sus conjugados armadnicos respecto a los vértices C, Ay B del tridngulo, las rectas AX’, BY' y
CZ’ son concurrentes siy solo si X, Yy Z son colineales

¢Podemos usarlo?éCémo?

Si tomamos tres puntos A, By C en los lados QR, RP y PQ del tridngulo PQR tales que PA,
QB y CR concurran entonces sus conjugados respecto a los vértices del tridngulo son
colineales

Entonces, tomemos A, By C en los lados QR, RP y PQ tales que PA, QB y CR concurren

Dibujemos la figura

¢Qué sabemos que los conjugados armdnicos de A, By C?
Por el problema anterior son colineales
¢Qué mas sabemos?éComo los encontramos?

Por la construccién; el conjugado armadnico de A es la interseccion de BC con QR, el
conjugado armdnico de B es la interseccién de AC con RP y el conjugado armédnico de C es
la interseccién de AB con PQ
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Asi, A, B, C, D, E y F son los vértices de un cuadrilatero completo que tiene a PQR como su
triangulo diagonal

*éEs Unico? Es facil ver que el cuadrilatero no es Unico ya que los puntos A, By C no lo son. Intente
dibujar un cuadrilatero diferente cambiando los puntos A, By C.
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