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Proélogo

El siguiente texto estd dirigido a los estudiantes de las distintas licenciaturas que ofrece la
Facultad de Ciencias, que estén cursando alguna materia relacionada con el analisis y , que en
ocasiones, necesiten un poco de apoyo, mas alla del que el que pueden encontrar en los libros
o en sus cursos de la asignatura. El articulo se centra en resolver ejercicios concernientes a
temas importantes que se ven en la materia de analisis matematico I; dichos ejercicios son
considerados por mi como una parte esencial de un curso de analisis y seran de utilidad a lo
largo de la licenciatura. Este articulo tiene como objetivo lograr que el estudiante aprenda
a realizar demostraciones con este tipo de conceptos matematicos

Este documento es realizado sin fines comerciales y con el proposito de funcionar como
material de apoyo en el Taller de Matematicas de la Facultad de Ciencias.

El material presentado fue disefiado en el entorno de IXTEX y los ejercicios que aparecen en el
mismo son una compilacion de ejemplos que se desarrollaron para explicar algiin contenido
y otros tantos fueron incorporados de ejercicios que aparecen sugeridos en los libros de uso
comun de algebra superior.

Se invita al lector a utilizar este manual exclusivamente como material de apoyo o de res-
paldo, de alguno de sus libros de preferencia relacionados con la ensenanza del algebra.
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Ejercicios

1. a)

Sean {z,} y {yn} dos sucesiones en R*, supones que {z,} estd acotada y que
{yn} converge a 0. Probar que (x,,y,) converge a 0.

Como y, — 0, paraE > 0,dIN € Ntalquesin > Ny |y < € [ynGBO}
]
Asi, por la de&gualdad de Cauchy-Schwarz, para n > N:

L€
[@ns ol < lanlllall < palyall < 25 =€

" ATnyYn) = 0

Sea {x,} una sucesién de Cauchy en un espacio métrico (X, d). Probar que:
» d(x,, Tpt1) — 0, cuando n — 0o

Considerando «,, = d(x,,T,+1) y sea € > 0. Como {z,} es de Cauchy, IN € N
tal que si m,n > N, d(x,,z,1+1) < € en particular si se toma m = n + 1, cuando
n>N=m=n+1>Nyasi:

la| = ay = d(Tp, Tpyr) < €
Loy, — 0

= Dado el espacio normado (R, ||-||), dar un ejemplo de una sucesién que cumpla
lo anterior y no sea de Cauchy.

n

1
Considere {z,} con z, =) z € R entonces :

k=1
ntl g "1 1 1
n:d ny4n R = — 0
@ = d{@n Tnta) = gk kz::lk: n41Y nt Lo
k n k
1 1 1 k —
Sin embargo, si k > n,d(z,, Tpy1) =Y - — > - = > - > nzl—ﬁ,
=1J  j=1J  j=at1J k k

1 ¢
toma € = 3, y asl

sineNyk>?2 ) > n (el cual existe por Prop. Arquimedeana),

keN=d@,,tp)>1—2>1—-2=3



cod(Tn, ) > % = ¢ para todan € Nym > k
. {z,} no es de Cauchy

2. Suponer que {p,} es una sucesién de Cauchy en un espacio métrico (X, d) y que alguna
subsucesién {p,, } converge hacia un punto p € X. Demostrar que la sucesion completa
converge hacia p.

Demostracion. Sea ¢ > 0, por ser p, una sucesion de Cauchy IdN; € N tal que
Vny,mp > Ny

|pn1 _pm1’ < %

Ademads, como {p,, } converge a p € XdN, € N tal que Vj > N,

Consideremos N = max{Ny, No} y sean n,n; > N tales que asi, aplicando la desigual-
dad del tridngulo con p,, un elemento de la subsucesion converge.

3. Supongamos que (X, d) es una espacio métrico completo y {G,,} una sucesién de sub-
(o]

conjuntos abiertos densos en X. Demostrar que ﬂ G es no vacio.
i=1

Demostracion.
o0

Sea Gg C X un subconjunto abierto no vacio de X. Vamos a demostrar que GoN ﬂ G;.
Ahora, como G es denso en X, entonces Gy NGy # @ podemos tomar z; € G (ZW él y
por ser Gy y G; abiertos, 30 < ¢; < 1 tal que B, (z1) C Go NGy yB,, (1) C Go N Gy.
Denotemos a By, (z1) = Bj. Realizando un procedimiento similar, como Bj es un abier-
to no vacio de X y Gy es denso en X, entonces B; N G5 # & y nuevamente podemos
tomar xs € By NGy y por ser By y Gy abiertos 30 < e < 1/2 tal que By C By N Gay
B,, C B,_1 N G,, de tal manera que:

«B2B,2...2B,2...

» lim diam(B,) =0

n—oo

o

Entonces por el teorema de encaje de Cantor, podemos concluir que ﬂ B, # @ y por
i=1

lo tanto

Q#QEQ ﬂBn—lﬂGnggoﬂﬂGi
i=1

=1 i=1



=1

4. Si cada a, > 0, probar que

1
lim inf < lim inf(a,)""
n—00 an n—00

liminf(a,)”" < limsup(a, )"

n—o0 n—00
, 1/n , an +1
lim sup(a,,) " < lim sup —
n—00 n—00 Qp,

Demostracion.

a) Supongamos que hm 1nf Z“ [ < oo como a, > 0Vn € N, entonces ‘ﬂ"}—:l >
0yl > 0 por lo que 30 < v < [I. Ademas, como estamos suponiendo que

hnimf =l existe k € Ntal que Vn >k > N
n—oo a’TL
ak+1
V< "a

Asi, para k=N,N+1,...,n—1

AN41 ., aAN42 ., aAN+3 an
v an '’ v an+1’ v aN+2 v an—1

Como todos los términos son positivos, podemos multiplicar cada una de estas
desigualdades y obtenemos:

YN <GN+1) aN+2 an+3\ [ Gn
an aN+1 aN+2 Qp—1

< (@)

Tomando raiz n-ésima y liy{g glf en ambos lados de la desigualdad

n—o0

n
an ’ . 1/n
lim inf ~ <7N> < hg_l)g}lf(an)
I < liminf(a,)""
n—o0

1
*. lim inf < lim inf(a, )"
n—oo a/TL n—oo

b) Tenemos {a,} una sucesion de ntimeros reales, y se define al conjunto £ como
el conjunto de los nimeros x € U{oo, —oco}R tales que a,, — x para alguna
subsucesion {a,, } y se definen limsupa,, = sup E'y 11m mf a, = inf F, entonces,

n—00
limsupa, = sup E < llm 1nf a, = inf E V{a,} sucesién real
n—,oo

En particular, hrgmf(an) /" < limsup(a,)""
n—0e0 n—00



a, +1

¢) Supongamos que lim sup
n—00 4

y L > 0, por lo que da > L.nAdemés, existe k € N tal que Vn > k> N

= L < oo como a, > 0¥n € X, entonces “** >

A1 <
ag - «

Asi, para k= N,N +1,...,n— 1 tenemos

AN41 . aAN+2 . aAN+3 . . _a
L <y AR <o A e S <
an aN+1 aN+2 ap—1

Como todos los términos son positivos, podemos multiplicar cada una de estas
desigualdades y obtenemos

Qnp an—1) (GN+1) < N
Qp-1 Qp—2 an /
an

Tomando raiz n-ésima y lim sup en ambos lados de la desigualdad
n—0o0

1/n
lim sup(an)l/" < lim sup « (GN>

n—00 n— o0 OCN

lim sup(an)l/" <a<lL

n—oo

lim sup(a,)"" < s
n—oo

41
- limsup(a,)"" < limsup n +

n—00 n—00 Qp,

|
5. Dadas dos sucesiones reales {a,} v {b,} acotadas inferiormente, probar que:

a) limsup a, + b, < limsup a, + limsup b,
n—oo n—oo n—o0

b) limsup a,b, < limsupa,)(limsupb,) si a, > 0,b, > 0 para todo n, y si los limites
n—oo n—oo n—oo
limsup a,, y liminf a,, son ambos finitos o ambos infinitos.
n—00 n—oo
Demostracién. (a) Nosotros tenemos que limsup a,, = +00 o0 es finito y sucede
n—oo

lo mismo para limsupb,,. Entonces si alguno de estos dos limites superiores son
n—oo

infinitos, entonces

limsupa, + b, < limsupa, + limsup b, =
n—oo n—oo n—oo

Supongamos que ambos limites son finitos. Sean limsupa,, = a,limsupb, = by

n—oo n—oo
limsup a,, + b, = ¢ < co. Entonces, dada ¢ > 0 4N, N, € N tal que si ny > Ny y
n—oo
ny > Ny, tenemos



Como a,, > 0,b, > 0 y limsupx; inf supxy entonces a > a, y b > b,Vn € N,

de aqui podemos seguir que, tomando N = max {N1,Na} yn>N:

€
an+bn<a+b+§ (1)
Ahora, consideramos m = N y como limsupa, + b, = ¢ < oo entonces para la
n—oo
misma € > 0,dK > n tal que:
€
c— § <ag + bk (2)

Por (1) y (2) tenemos que:

c—§<ag +bx <a+b+ 3
c<a+b+e

Como € es arbitraria, podemos concluir que:

limsup a,, + b, < limsup a,, + limsup b,
n—oo n—oo n—oo

Para este inciso sucede lo mismo que en el anterior, si limsupa, = +00 o es
n—oo

finito y sucede lo mismo para lim sup b,,. Si alguno de estos dos limites es infinito,
n—0o0
entonces

lim sup a,,b,, < limsup a,, limsupb,, = oo
n—oo n—oo n—oo

Supongamos que ambos limites son finitos y sean limsup a,, = a,limsupb, = by
n—oo n—oo

lim sup a,b,, = c. Entonces, dada ¢ > 03Ny, Ny € N tal que si n; > Ny y ng > N,
n—oo
tenemos

la, —al < ey |b,—b <e

Como a, > 0,b, > 0ylimsupz, = inf supux,entoncesa > a,yb>b,Vn €N,

n—00 n>0k>n

de aqui podemos seguir que, tomando N = max{Ny, No} y n > N:
anb, < (a+¢€)(b+¢€)=ab+e(a+b+e) (3)

Ahora, consideremos m = N y como limsupa,b, = ¢ < oo entonces para la
n—oo

misma ¢ > 0 4K > n tal que:
c—e€<agbg (4)
Tomando (3) y (4) tenemos que:
c—e<agbg <ab+e(a+b+e)
c<ab+ela+b+e+1)
Nuevamente, como € es arbitraria, entonces

c<ab



Lo que implica que:

lim sup a,b, < limsupa,limsupb,
n—oo n—oo n—oo

6. Averiguar el comportamiento de > a,, para:

a) a, =vn+1—/n;

b) an = n+1_\/ﬁ;

c) an = (nl/" — 1>n

Solucion.

s s (S ()

1
2 <\/n +1+ \/ﬁ>
Ahora, como /n < y/n+ 1, entonces v/n++v/n—+1<2y/n+ 1y asi,

1 1
2v/n+1 < vn+vn+1

1 1 1 1
:>Z\/ﬁ+\/n—+1<22\/n——l—1:§z:(n+l)l/2

y sabemos que la serie > kip para p < 1 diverge

~.Zﬁ diverge
) Lo -2 =R R () (T ) - S

Ahora, como /n < v/n+ 1+ +/n, entonces n(y/n) < n(v/n+ 1+ /n, entonces

"(\/_)<”(V”+ +yn) &0’ <n(Vn+1+yn)yast 45 > o=t
1

X T <

y como la serie kip para p > 1 converge

1

L aT TV

converge.



<) > a,= Z(nl/" -1
Vamos a demostrar que n”/" es una funcién decreciente de n, para asi demostrar
que n'/* < 2V¥n €N
Entonces, sean € Ny comon < n+1y porser f(z) = a” es una funcién creciente
para x > 1, entonces su funcién inversa f~'(x) = a"* es una funcién decreciente
para x > 1, por lo que podemos concluir que:
nl/n < (n_|_ 1)1/n+1
. f(n) = n"" es una funcién decreciente si n > 2
Por lo tanto, el maximo lo alcanza en n = 3, que es 3% = 1.4422. entonces
n'"<2vV¥neNyasin/m—1<1

= Zan = Z (nl/" - 1>n converge

7. Calcular limsup a,, y liminf a,, si {a,} estd dado por:
n—0o0 n—00

oz (5)
a) a, =nsin [ —
3

b) = a, = nsin (?) = {agni1} = {(6,41) sin(2nm + g} = {(6,,41) sin (g)} —

(%
(64413

es subsucesion y {2} — 0o cuando n — 00

. limsupa, > oo para co > x para today 2 € RU {oo,—c} =Ry

n—o0

limsup a, € R, entonces lim sup = oo
n—oo n—o0

. cin((in Sl?\S%?) = {apns5} = {(6,45) sin(2nm + 5;} = {—(6,45sin (g)} =
2 —(6015)V/3

5 }%—oo cuando n — oo

es subsucesion y {

- liminfa, < —oco para —oo < z para toda = € R y liminf a, € R, entonces
n— oo n—oo

ligr_l)iorolfan = -0
Si o, = (=1)", 3, = (1+nn)n entonces |a,| <1y 0 < (1+nn)n < % = n”lH
= Jin e =0



. Dado e >0 IN € N tal quesin > N,

= |an| = |anfn] < (B8] <€

(1+n)"

<€

.. a, — 0y asi cualquier subsucesion de a,, converge y lo hace al mismo limite.

= E = {z € R | una subsucesién de {a,} converge a x} = {0} y

hinﬁsolip an y 1171{11> %)I.}f a, € B

s limsupa, =0 =liminfa,
n—oo

n—oo
[
8. Probar que {a,} tiene limite L y encontrar dicho L.
CL) a; > O, as > O, Y Qny2 = /GnQpi1

Demostracion.
Sia; =00ay=0,a, =0 para todo n > 2,
entonces podemos decir que a; # 0 y ay # 0 para que a,, # 0 para toda n.
Sea b, = Wl = = otz — VOOl VOnVOnl Ve Vo L

T an ntl T ey T ansr a1 T Van+l T angivbhe  Vba

para toda n

= byy1 = (b)) "? = 1 cuando n — oo.

n+1 n
Consideremos H b = H —

i=2  j=14/b;

= (V1a2) Pansy = (a103)"”

b) a, = 2+ donde by = by = 1, byio = by + by
Demostracién.
Primero probemos que by, 2b, — b2, = (—1)
Por induccion sobre n:

nt1 para toda n

sn=1
b3by — b5 = (b + )by =05 = (1 +1)(1) = (1)* =2 —-1=1=(-1)?

.. se cumple para n = 1.

Supongamos que es valido para n — 1, i.e., b,_1bn +1 — b2 = (—1)".

= Demostremos que cumple para n

De b, + bn+2 - biﬂ - <_1)(bi+1 - bnbn+2> - (_1)(bn+1bn+1 - bn<bn+1 + bn))

= <_1)(bn+lbn+1_bnbn+l_b72z> = (_1)(bn+1(bn+l_bn)_bi) = (_1)(bn+1bn—1_bi)a

por hipétesis: = (—1)(—=1)" = (—=1)"*%.

.. La afirmacién es cierta para n.



*Obs.

Por definiciéon: b, = b, + b1, by = b1 + b2y b1 = b1 — by

y ademas b, >nsin>4puessean=5=0b5=0bs+03=3+2=52>5
Supongamos que b,_; > n — 1 demostremos que b, > n

=b,=b,_1+b,-1>n—1+b,_scomon—1>n-—2
>n—14+n—-22>22n—3>nparan >4

En consecuencia (notemos que b,, # 0 para toda n)

bubnss — b2, 1

= ’anJrl - an’ =

bz bues _ ‘<—1>n+1

bn+1 bn

<
bn+1 bn bn+1bn - n(n + ].)

sin > 4.

Asi, {a,} es una sucesion de Cauchy, i.e. {a,} es una sucesién convergente, diga-

mos que lim b, =1 = como b, = b, + b,11, tenemos que:
n o

ZZﬁ = b:ﬁ%—l (notemos que L > 1 pues a,, > 1 para toda n)
L=+l L= o ?=14+L&[’-L-1=0&
[ 1

2

'.L:H*/gpuesLZl

2

9. Demostrar que el producto de Cauchy de dos series absolutamente convergentes, con-

verge absolutamente.

Demostracién. Sean > a, = Ay > b, = B dos series absolutamente convergentes y

n
definamos ¢, = Z by
k=0

Llamemos: A, = Z ag ; B, = Z by C, = Z ¢x (El producto de Cauchy de Y- a,, y
k=0

k=0 k=0

> b,). Sean d,, = Z b, — B,y e, = Z ard,_i. Entonces

k=0 k=0
P n P P p p P p—k
Cp = Z Zakbnfk = Zak Zakbnfk = Zakzbnfk = Zak Z
k=0 k=0 k=0 =k k=0 =k k=0 m=0

p p
bm = Z @chpfk = Z ak(B — dpfk) = BAp — €p.
k=0

k=0

Vamos a demostrar que lim e, =0
p—0o0

Seae >0
p n N D N
lepl = D ardpi| < Dlardpr| = Y lardpil + D lardp —k| = Y layldyr| +
k=0 k=0 k=0 k=N+1 k=0
p
> lardy_|
k=N41



10.

11.

Como b, es convergente entonces d,, = Z b, — B,, esta acotada, digamos por M y
k=0

oo
mds ain d, — 0, entonces IN € N tal que |d,| < ¢/2k con K =) _|ay]
0

= lep| = Z!akHdp K|+ Z lard, x| < QKZ’CL’“’ + M Z lag] < > lax| +
k=0

k=N+1 k=N+1

M Z |ak|< K—i—M— €
k=N+1 2M

Entonces C), = BA, — e, cuando p — oo implica que C = BA

n
L C, = Z i converge
k=0

Demostrar que [ es punto de acumulacién de {x,} si y sélo si existe una subsucesién
{2y, } que converge a [.

Demostracioén.

=)

Como [ es punto de acumulacién de {x,} entonces para todo € > 0 B.(l) N {z,} # 2.
Sea {xn,} subsucesién de {z,} tal que x,, € B.(I) N A. Sea € = 1/n; entonces

d(xn;,1) < e=1/n

<)
Sea {x,,} subsucesién de {x,} que converge a [, entonces dada € > 0 existe N tal que
n>N

se tiene que d(x,,,l) < ¢, es decir, que z,,, € B!
B'n{z,} #2

Sea E un conjunto de ntimeros reales positivos. Definimos Z x = sup sy donde F es
zcE FeF

la coleccién de subconjuntos finitos de E y sp es la suma finita de los elementos de F'.

a) Demostrar que Y z < oo sélo si E es finito.
el

b) Demostrar que si E es numerable y {z,,} es un mapeo uno a uno de N en F,

entonces Z T = Z T

zelR

10



12.

Demostracion.

(a) Supongamos que E es infinito. Entonces F tiene una cantidad infinita de subcon-
juntos finitos de E, entonces AF € F tal que sp > sq VG € F pues, de existir, siempre
podemos encontrar un elemento sp que fuera una cota superior de sp

Entonces Z T = 00
zek

.. E es finito

(b) Sabemos que {z1, x2,...,2z,} € FVn € N, entonces sup s,, < sup s,,. Ademés, dado
neN FeF

F € F y por ser {x,} un mapeo uno a uno de N en £ In € N tal que sup s, < sup s,
FeF neN

oo
Y T =Sup s, =sups, = »_ Ty,
2€E FeF neN n=1

[ |
_ n’IL
Sea a, = "+. Probar que

, an—i—l
lim

n—oo an

Y que

m — =

Demostracion.

An+41 %nl-;l _ nln+D)" _ (pD)? (n1)m n+1\" _ (1 + l)n
an (n+)n™» = (n+l)n» —  nn n n

n!

n 1
entonces lim "L = lim (I1+-)"=e
n—oo an n—oo n
n ! n! Yn
- (nh)l/n =€ ( )
Desarrollando el exponente:
n(— | = In(n) — In(n!)"”" = In(n) — 1 In(n!)
(nl)/n n

Para n suficientemente grande, la férmula de Stirling nos dice que:

In(n!) = nln(n) —n

11



13.

:ni:l(\/k —Vk) < 2:: <Y

Como vamos a tomar el limite cuando n tiende a infinito, podemos usarla.

In(n) — LIn(n!) ~ In(n) — £(nIn(n) —n) =In(n) —In(n) +1 =1

) lme \(D7M) _om
n—oo

tonces: li "
entonces: lm ()
Sea a, = 2y/n — Z ——. Probar que la sucesion {x,} converge hacia un limite p en el
intervalo 1 < p < 2
n+1 1
n - Un — =2 -
* 1 —a vn + Z 2(Vn+1—+/n)— e
Como
(n+3)P=n+n+1 =>n’+n+i>n>+n
=n+3>/nn+1)
= n+1)—/n(n+ 1)
=vVn+l—yn>z7—
=2(vVn+1- \/_) g >0
= Apt+1 — Qp >0
Ap+t1 > (07
. {an} es creciente
** Ademas,

L= (k1) k= (VT T+ VR(VETT-VR) = VETT - vE=

1
VEFI+VE — f

/\

n

k12\/_y<Z\/k:—l— —Vk)

k=1

es telescopica

n—1< Z

a\

"1
=0Wk—-2<Y —

L |
=20/k-Y —=<2
o Vk

12



14.

15.

. {a,} estd acotada.

Por * y ** {a,} converge a algtiin p tal que p < 2 y como es creciente, a,, > a; para
toda n € N;

a1:2ﬁ—%:2—1:1:>an>1paratodaneN

.. el limite estd en el intervalo 1 < p < 2

Sisi=V2y sp1=1/2+ 5 n=12.3,...,

Demostrar que {s,} converge, y que s, <2 paran=1,23,...,

Demostracion.

Como v/2 < 2, entonces si s, < 2 entonces Spne1 < V242 = 2, en consecuencia, se
sigue por induccién que V2 < s, <2 para toda n pues para n = 1:

V2 <51 <2, s1=v2 - V2<2

Supongamos que v2 < s, < 2 y demostremos que se cumple para n + 1.

= Spi1=1/2+ /50 < V2+V2<V2+2=2
= Spi1 =1/2+ /50 > 2+ V2 < V2

En vista de este hecho, se sigue también que (s, —2)(s, + 1) < 0 para todan > 1, i.e.
Sp > 5,21—2 = s,_1. En consecuencia, obtenemos una sucesion creciente que esta acotada
superiormente (por 2) y entonces converge.

Como el limite s satisface s* — s — 2 = 0, se sigue que el limite es 2.

Si > a, converge y {b,} es monétona y acotada, > a,b, converge.

n n—1
Demostracién. Definamos A,, = Z a vy veamos que C,, =< Z(bk —bpr1) A+ b, A,
k=1 k=1

a1b1 -+ a2b2 + ...+ anbn = blAl -+ bQ(AQ — A1> + ...+ bn(An — Anfl)
= A1(by — by) 4 Ag(by — b3) + ... + Ap_1(bn1 — bn) + Apby

1
(b — brs1) A + bp Ay

1

3
|

>
Il

o0
Ahora, hagamos ¢,, = (b, —bn41)A, y consideremos la serie Z ¢, vy vamos a demostrar
n=1
o0
que Z ¢, es absolutamente convergente.
n=1

Sabemos que Y a,, converge, por lo que {4,} es acotada y por definicion K > 0 tal
que ||A,|| < K VneN
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= > llell = > 10k = brn) Axll = D1 (b — b [[| Al
k=1 k=1 k=1

Z | (b, — bi41)|

Como {b,} es mondtona, podemos decir que » |by — byy1)| = [b1 — byy1], por ser
k=1

{b,} mondtona y acotada, entonces 3b € X tal que b, — b, de aqui se sigue que

Ve > 0 IN € N tal que si n > N entonces |b, — b| < €, por lo que |by — bpy1| <

|by —b| 4+ |b—bn + 1| < |by —b|+ € y por ser Ve > 0 concluimos que by — by 41| < |by — b

= 3" |lell < Kby — b)¥n € N

k=1
[o.¢]
Entonces, Y _ ||ck|| es convergente, pues todas sus sumas parciales estan acotadas y por
k=1
lo tanto Z ¢ es absolutamente convergente.
k=1 o
Ya demostramos que Z ¢, es absolutamente convergente, entonces 31 € X tal que
k=1
n—1
nh_)f{.lo kz_:l(bk - bk+1)Ak =1

Como ya habiamos dicho, por ser {b,} mondtona y acotada, entonces 3b € X tal que
bnoon — b. Al ser Y a,, convergente, existe A = lim A,,.

n—00
n—1 n—1
k=1 k—l k=1

[+ bA
. > ayb, converge
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