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Part 1

Parte III: Programa de
Langlands.



Chapter 1

Un nuevo enfoque abre
‘agujero de gusano’ entre
nimeros y la geometria.

Crdito: Moatteo Bassini.

1.1 Laurent Fargues y Peter Scholze encontrarén
una nueva y mas poderosa forma de conec-
tar la teoria de niimeros y la geometria, como
parte del programa de Langlands.

El proyecto més grande de la matemadtica actial (programa de Langlands) recibié
un eztrano regalo en 2001 [1], en la forma de un gigantesco documento de mds
de 300 pdgs. La primera gran simplificacién la produjo Scholze [2] con un
documento de sélo 38 pags., aunque recientemente de nuevo aparece un nuevo
regalo raro también en la forma de otro gigantesco documento de 348 pégs.,
publicado recien en febrero de 2021 [3] ! que cambiard la forma en que los

1E] articulo “Geometrization de la correspondencia local de Langlands” de Laurent Far-
gues, y Peter Scholze de 348 péaginas; Siguen la idea de L. Fargues (“Geometrization of the



1nvestigadores de todo el mundo planteardn y estudiardn algunas de las preguntas
mas profundas sobre este campo de las matematicas. La obra crea y aplica un
nuevo ente geométrico (la curva de Fargues-Fontaine) que cumple un sueno
audaz, alguna vez fantasioso, sobre la relacién entre la geometria y los nimeros.

“Esto realmente abre una enorme cantidad de posibilidades. Sus construc-
ciones y métodos son tan nuevos que estdn a la espera de ser explorados” (Tasho
Kaletha de la Universidad de Michigan)

B Jean-Marc

Tasho Kaletha. Laurent Fargues. Fontaine.

El trabajo es una colaboracién entre Laurent Fargues del Instituto de Matemaéti-
cas de Jussieu en Paris y Peter Scholze de la Universidad de Bonn. Abre un
nuevo frente en el “programa langlands” de larga duracion, que busca vincu-
lar ramas dispares de las matemdticas, como el Cdlculo y la Geometria, para
responder a algunas de las preguntas més fundamentales sobre los nimeros.

Su articulo se da cuenta de esa visidn, dando a los matemadticos una forma
completamente nueva de pensar sobre esas preguntas que los han inspirado y
confundido durante siglos.

En el centro de la obra de Fargues y Scholze hay un objeto geométrico revi-
talizado llamado curva de Fargues-Fontaine. Fue desarrollado por primera vez
alrededor de 2010 por Fargues y Jean-Marc Fontaine, este iltimo, quien fue
profesor en la Univ. de Paris-Sud hasta su muerte (por cdncer) en 2019. Esta
curva recién ahora estd alcanzando su forma mds acabada.

“En ese entonces sabfan que la curva Fargues-Fontaine era algo interesante
e importante, pero no se entendian de qué manera” (Eva Viehmann, de la
Universidad Técnica de Munich)

Viehmann.

local Langlands correspondence: an overview”, arXiv:1602.00999, 2016), donde desarrollan los
fundamentos del programa geométrico de Langlands en la curva de Fargues-Fontaine. Citar
como: arXiv:2102.13459 [matemadticas. RT] (o arXiv:2102.13459v1 [matemédticas. RT] para
esta version)



La curva podria haber permanecido confinada en algun rincén técnico de
las matemdticas donde se inventd, pero en 2014 los eventos que involucraron a
Fargues y Scholze la impulsaron al centro del campo. Durante los siguientes siete
anos elaboraron los detalles fundamentales necesarios para adaptar la curva de
Fargues a la teoria de Scholze. FEl resultado final no tanto los mimeros del
puente y la geometria como el colapso del suelo entre ellos.

“Fs una especie de agujero de gusano entre dos mundos diferentes” (Scholze)
“Realmente, se convierten en lo mismo de alguna manera a través de una lente
diferente” .
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1.1.1 Cosechando raices.

El programa de Langlands es una vision de investigacion en expansion que
comienza con una preocupacion simple: encontrar soluciones a ecuaciones polindmi-
cas como 2 —2 =0y 2* — 1022 + 22 = 0. Resolverlas significa encontrar las
“raices” del polinomio - los valores de x que hacen que el polinomio sea iden-
ticamente igual a cero (z = 4+/2 para la primera, y x = \/£5 ++/3 para la
2da.)

Por alld de la década de 1500 los matematicos habian descubierto férmulas
ordenadas para calcular las raices de polinomios con potencias hasta 4. Luego
buscaron formas de identificar las raices de los polinomios con variables elevadas
a la potencia de 5 y més. Pero en 1832 el joven matemético Evariste Galois
descubrié que la busqueda era infructuosa, demostrando que no hay métodos
generales para calcular las raices de los polinomios de potencias > 5.

varist Galois.

Sin embargo, Galois no se detuvo ahi. En los meses anteriores a su muerte en
un absurdo duelo en 1832 a la edad de 20 anos, Galois presentd una nueva teoria
de soluciones polinémicas. En lugar de calcular las raices con presicion , lo que
no se puede hacer en la mayoria de los casos , propuso estudiar las simetrias
entre las raices, que codificdé en un nuevo objeto matemdtico eventualmente
llamado el grupo de Galois.

Digamos en el ejemplo 22 —2, en lugar de explicitar las raices, el grupo de Ga-
lois enfatiza que las dos raices (cualesquiera que sean) son imdgenes especulares
una de la otra, respecto a las leyes del dlgebra.



“Los matemdticos tuvieron que alejarse de las formulas porque generalmente
no habia férmulas” (Brian Conrad, de la Universidad de Stanford) “Calcular el
grupo de Galois es una medida de computar las relaciones entre las raices”.

A lo largo del siglo XX los matemdticos idearon nuevas formas de estudiar
los grupos de Galois. Una estrategia principal consistia en crear un diccionario
de traduccion entre los grupos y otros objetos - a menudo funciones provenientes
del Calculo - e investigarlas como un ‘prozy’ para trabajar con grupos de Galois
directamente. Esta es la premisa bdsica del programa de Langlands, que es una
vision amplia para investigar los grupos de Galois - y realmente los polinomios
- a través de este tipo de traducciones.

Robert

Langlands.

El programa langlands ?comenzé en 1967, cuando Robert Langlands, escri-
biera una carta al famoso matematico André Weil. Langlands proponia que
deberia haber una manera de hacer coincidir cada grupo de Galois con un ob-
jeto llamado forma automdrfica. Mientras que los grupos de Galois surgen en el
algebra (reflejando la forma en que se usa el dlgebra para resolver ecuaciones),
las formas automdrficas provienen de una rama muy diferente de las matemdti-
cas llamada Andlisis (forma mejorada del Cdlculo) Los avances matemdticos de
la primera mitad del siglo XX habian identificado suficientes similitudes entre
los dos para hacer a langlands sospechar un vinculo mucho mds completo.

“Fs notable que estos objetos de una naturaleza tan diferente de alguna man-
era se comuniquen entre st (Ana Caraiani del Imperial College de Londres)

Si los matemdticos pudieran probar lo que llegé a llamarse la correspon-
dencia de Langlands, podrian investigar con confianza todos los polinomios uti-
lizando las poderosas herramientas del Cdlculo. La relacion conjeturada es tan
fundamental que su solucion también puede tocar muchos de los mayores prob-
lemas abiertos en la teoria de niumeros, incluyendo tres de los problemas del
Millon de Délares del Premio del Milenio: la hipdtesis de Riemann,la conjetura
de BSD y la conjetura de Hodge.

Dado lo que esté en juego, generaciones de matemdticos han sido motivados
para unirse al esfuerzo, desarrollando las conjeturas iniciales de Langlands en
lo que es casi con seguridad el proyecto mdas grande y expansivo en el campo hoy
en dia.

“El programa de Langlands es una red de conjeturas que tocan casi todas las
dreas de las matemdaticas puras” (Caraiani)

2Robert Phelan Langlands, Visionario Matematico canadiense, quien propuso el ahora
llamado Programa Langlands. Gané el Premio Abel el 20 de marzo de 2018.



1.1.2 Numeros de formas.

A principios de la década de 1980 los soviéticos Viadimir Gershonovich Drinfeld
3 v maés tarde Alexander Alexandrovich Beilinson * propusieron que deberia
haber una manera de interpretar las comjeturas de Langlands en términos ge-
ométricos. La traslacion entre mimeros y geometria es a menudo dificil, pero
cuando funciona abre los problemas como puertas de par en par.

Vladimir Alexander

Drinfeld Beilinson

Solo para ilustrar con un ejemplo, una pregunta bédsica sobre un nimero es
si tiene algin factor primo repetido. El nimero 12 lo tiene: Se factoriza en
2 x 2 x 3, con el 2 repetido dos veces. Pero el nimero 15 no los tiene (con los
factores 3 x 5)

3En 1974, a la edad de veinte afos, Drinfeld anuncié una prueba de las conjeturas de
Langlands para GL2 sobre un campo global de caracteristicas positivas. En el curso de la
prueba de las conjeturas, Drinfeld introdujo una nueva clase de objetos que llamé "mddulos
elipticos"” (ahora conocidos como mddulos de Drinfeld). Més tarde, en 1983, Drinfeld publicé
un breve articulo que amplié el alcance de las conjeturas de Langlands. Las conjeturas de
Langlands, cuando se publicaron en 1967, podrian verse como una especie de teorfa de campos
de clases no abeliana. Postulé la existencia de una correspondencia natural uno a uno entre las
representaciones de Galois y algunas formas automorficas. La "naturalidad" estd garantizada
por la coincidencia esencial de las funciones L. Sin embargo, esta condicién es puramente
aritmética y no se puede considerar para un campo de funcién unidimensional general de una
manera sencilla. Drinfeld senalé que en lugar de formas automérficas se pueden considerar
poleas perversas automorficas o médulos Dautomoérficos. La "automorfisis" de estos médulos
y la correspondencia de Langlands podria entenderse entonces en términos de la accién de los
operadores de Hecke.

Drinfeld también ha hecho mucho trabajo en fisica matemédtica. En colaboracién con su
asesor Yuri Manin,construyd el espacio moduli de los instantones yang-mills, un resultado
que fue probado independientemente por Michael Atiyah y Nigel Hitchin. Drinfeld acuné
el término "grupo cudntico" en referencia a las dlgebras de Hopf que son deformaciones de
dlgebras de Lie simples,y las conecté con el estudio de la ecuacion de Yang-Baxter,que es
una condicién necesaria para la resolubilidad de los modelos mecdnicos estadisticos. También
generalizé las dlgebras de Hopf a las dlgebras cuasi-Hopf e introdujo el estudio de los giros de
Drinfeld,que se pueden utilizar para factorizar la matriz R correspondiente a la solucién de la
ecuaciéon de Yang-Baxter asociada con un algebra de Hopf cuasitriangular.

Drinfeld también ha colaborado con Alexander Beilinson para reconstruir la teorfa de las
dlgebras de vértices en una forma libre de coordenadas, que se han vuelto cada vez mads
importantes para la teoria de campos conformes bidimensionales,la teoria de cuerdas y el
programa geométrico de Langlands. Drinfeld y Beilinson publicaron su trabajo en 2004 en un
libro titulado"Algebras quirales".

4Beilinson, A. A.; Drinfeld, V. (2004). Chiral Algebras. American Mathematical Society.
ISBN 978-0-8218-3528-9.



En general, no hay una forma rdpida de saber si un nimero arbitrario tiene
un factor multiplo. Pero hay un problema geométrico andlogo que es mucho mds
facil. Los polinomios tienen muchas de las mismas propiedades que los nimeros:
pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse. Incluso hay la nocidn del
significado que un polinomio sea “primo”. Pero a diferencia de los niumeros,
los polinomios tienen una clara apariencia geométrica. Se puede graficar sus
soluciones y estudiar sus grificas para obtener informacion sobre ellas.

Por ejemplo, si la grafica de un polinomio es tangente al eje horizontal x
en algin punto, se puede deducir que el polinomio tiene un factor repetido o
maltiplo (indicado exactamente en el punto de tangencia). Es solo un ejemplo de
c6mo una pregunta aritmética turbia adquiere un significado visual al convertirse
en su andlogo polinomial

“Los polinomios se pueden graficar. No se puede graficar un nimero (se
trivializa)Y al graficar un [polinomio] te da ideas” (Conrad) “Con un nimero
solo tienes el nimero”

El programa “geométrico” de Langlands, como se llegé a llamar, tenfa por
objetivo encontrar objetos geométricos con propiedades que pudieran sustituir a
los grupos de Galois y las formas automdrficas en las conjeturas de Langlands.
Demostrar una tal correspondencia andloga en este nuevo entorno mediante el
uso de herramientas geométricas podria dar a los matemdticos mds confianza en
las conjeturas originales de Langlands y tal vez sugerir formas ttiles de pensar
sobre ellas. Fue una vision agradable, pero también algo en el aire, un poco como
decir que podrias cruzar el universo st solo tuvieras una mdquina del tiempo.

“Hacer objetos geométricos que cumplan un papel similar en el ajuste a los
nidmeros es algo mucho mds dificil de hacer” (Conrad)

Asi que durante décadas el programa geométrico de Langlands se mantuvo
a una distancia del original. Los dos estaban animados por el mismo objetivo,
pero involucraban objetos tan fundamentalmente diferentes que no habia una
manera real de hacerlos hablar entre si.

“La gente aritmética parecia desconcertada por [el programa geométrico de
Langlands]. Dijeron que estd bien y es bueno, pero que no tiene nada que ver
con nuestra preocupacion” (Kaletha)

-El nuevo trabajo de Scholze y Fargues [3], sin embargo, finalmente cumple
con las esperanzas depositadas en el programa geométrico de Langlands, al en-
contrar la primera forma cuyas propiedades se comunican directamente con las
preocupaciones originales de Langlands.

1.1.3 Un Tour de Force de Scholze

En septiembre de 2014, Scholze ya enseriaba un curso especial en la Universidad
de California, Berkeley. A pesar de tener s6lo 26 afos, ya aparecia como una



leyenda en el mundo de las matemaéticas. Dos anos antes habfa completado su
tesis doctoral, en la que articuld una nueva teoria geométrica basada en objetos
que habia inventado llamados espacios perfectoides. Luego usé este marco para
resolver parte de un problema en la teoria de nimeros llamado la conjetura de
peso monodromia.

Pero mds importante que el resultado particular fue el sentido de posibili-
dad que lo rodeaba: no se podia decir cudntas otras preguntas en matemdticas
podrian ceder a esta nueva perspectiva incisiva.

El tema del curso de Scholze fue una versidon ain mds expansiva de su
teoria de los espacios perfectoides. Los matemdticos llenaron los asientos de la
pequena sala del seminario, se alinearon a lo largo de las paredes y se derramaron
en el pasillo para escucharlo hablar.

“Todo mundo queria estar alli porque sabiamos que era algo revolucionario”
(David Ben-Zvi - Universidad de Texas, Austin)

A portrait of the mathematician Peter Scholze, quien ayudé a abrir un nuevo frente en el
“programa Langlands”, con un colapso del terreno entre los mundos de los nimeros y la

geometria (Barbara Frommann - Hausdorff Center for Mathematics, Universidad de Bonn)

La teoria de Scholze se basaba en sistemas numéricos especiales llamados
p-ddicos. La ‘p’ en p-ddico significa ‘primo’, como en los nimeros primos. Para
cada nimero primo, hay un sistema tnico de nimeros p-ddicos: los 2-ddicos,
los 3-ddicos, los 5-ddicos, etc. Los nimeros p-ddicos han sido una herramienta
central en matemdticas durante méds de un siglo. Son 4tiles como sistemas
numéricos mas manejables en los que se investigan las preguntas que se plantéan
en los ndmeros racionales (nimeros que se pueden escribir como una relacién de
nimeros enteros positivos o negativos), que comparados son dificiles de manejar.

La virtud de los nimeros p-ddicos es que cada uno de ellos se basa en un
solo primo. Esto los hace mds sencillos, con una estructura mds obvia, que los
racionales, que tienen una infinitud de primos sin patron obvio entre ellos. Los
matemdticos a menudo tratan de entender las preguntas bdsicas primero sobre
los nimeros p-ddicos y luego toman esas ensenanzas de nuevo en su investigacién
sobre los racionales.

“Los numeros p-ddicos son una pequena ventana a los nimeros racionales”
(Kaletha)

Todos los sistemas numéricos tienen una forma geométrica - los nimeros
reales, por ejemplo, toman la forma de una linea recta. Los espacios perfectoides
de Scholze dieron una forma geométrica nueva 'y mas ttil a los nimeros p-ddicos.
Esta geometria mejorada hizo de los p-ddicos, vistos a través de sus espacios
perfectoides, una forma aun mds efectiva de sondear fendmenos tedricos de
numeros bdsicos, como preguntas sobre las soluciones de ecuaciones polindmicas.



“Reimagind el mundo p-ddico y lo convirtié en geometria” (Ben-Zvi) “De-
bido a que son tan fundamentales, esto conduce a muchos y muchos éxitos".

En su curso de Berkeley, Scholze presentd una version mds general de su
teoria de los espacios perfectoides, construida sobre objetos aun mds nuevos que
habia ideado llamados diamantes. La teoria prometia ampliar atin més los usos
de los niimeros p-ddicos. Sin embargo, cuando Scholze comenzd a ensenarlo, ni
siquiera habia terminado de resolverlo.

“El estaba dando el curso a medida que desarrollaba la teorta. Estaba ide-
ando ideas por la noche y presentdndolas frescas de su mente por la manana”
(Kaletha)

Fue una exhibicion virtuosa, y una de las personas presentes en la sala para
escucharlo fue Laurent Fargues.

1.1.4 Teniendo la curva, se puede viajar.

Al unisono que Scholze estaba dando sus conferencias, Fargues asistia un semestre
especial al Instituto de Investigacion de Ciencias Mateméticas (MSRI). También
habia pensado mucho en los nimeros p-ddicos. Durante la ltima década habia
trabajado con Jean-Marc Fontaine en un drea de las matemdticas llamada teoria
p-ddica de Hodge, la cual se centra en cuestiones aritméticas bdsicas sobre estos
numeros. Durante ese tiempo, él y Fontaine habian ideado su propio nuevo
objeto geométrico. Ese ente geométrico era una curva - la Curva de Fargues-
Fontaine - cada uno de cuyos puntos representaba una versién de un objeto
importante llamado anillo p-ddico.

Fargues necesitaba una geometria que no existia. Pero resultaba que Scholze
en ese mismo momento la estaba desarrollando (Tasho Kaletha)

Tal como se concibid originalmente, era una herramienta estrechamente itil
en una parte técnica de dichas matemdticas, no algo que probablemente sacud-
iera todo el campo.

“Es un principio organizador en la teoria p-ddica de Hodge, asi es como lo
pienso. Para mi7 era imposible hacer un sequimiento de todos estos anillos antes
de que esta curva apareciera” (Caraiani)

Pero como Fargues se senté a escuchar a Scholze, imagind un papel ain
mayor para esta curva en las matemdticas. El objetivo ain no alcanzado del
programa geométrico de Langlands era encontrar un objeto geométrico que cod-
ificara las respuestas a las preguntas en teoria de miumeros. Fargues percibié
como su curva, fusionada con la geometria p-ddica de Scholze, y podia servir
exactamente para ese papel. A mediados del semestre arrib6é a Scholze y com-
partié su plan naciente. Scholze se mostré escéptico. “Me menciond esta idea
durante una pausa para el café en el MSRI” (Scholze) “No fue una conversacion
muy larga. Al principio pensé que no podia ser bueno”.

Pero tuvieron mdas conversaciones, y Scholze pronto se dio cuenta de que el
enfoque podria funcionar. El 5 de diciembre de 2014, cuando el semestre termind,
Fargues dio una conferencia en MSRI en la que introdujo una nueva vision para
el programa geométrico langlands. Propuso que deberia ser posible redefinir la
curva de Fargues-Fontaine en términos de la geometria p-ddica de Scholze, y

10



luego usar ese objeto redefinido para probar una version de la correspondencia
de Langlands. La propuesta de Fargues fue un giro final e inesperado en lo que
va habia sido una emocionante temporada de matemdticas.

“Ast fue como concluyd el semestre [de 2014]. Recuerdo que quedé en shock”

(Ben-Zvi)

Ana Caraiani. Tasho Kaletha. David Dror Ben-Zvi

1.1.5 Una correspondencia local.

Las conjeturas originales de Langlands tratan sobre la coincidencia de las rep-
resentaciones de los grupos de Galois de los nimeros racionales con formas
automorficas. Los p-ddicos son un sistema numérico diferente, y también hay
una version de las conjeturas de Langlands. (Ambos todavia estén separados
del programa geométrico de Langlands) También implica un tipo de coinciden-
cia, aunque en este caso es entre representaciones del grupo de Galois de los
numeros p-ddicos y las representaciones de grupos p-ddicos.

Si bien sus objetos son diferentes, el espiritu de las dos conjeturas es el
mismo: estudiar soluciones de polinomios — en términos de niimeros racionales
en un caso y en términos de miumeros p-ddicos en el otro — relacionando dos
tipos de objetos aparentemente no relacionados. Los matemdticos se refieren a
la conjetura de Langlands para los nimeros racionales como la correspondencia
“global” de Langlands, porque los racionales contienen a todos los primos, y
la version para los nidmeros p-ddicos como la correspondencia de Langlands
“local”, ya que los sistemas de nimeros p-ddicos tratan con un nimero primo
a la vez.

Fargues, en su conferencia de diciembre de 2014 en el MSRI, propuso probar
la conjetura local de Langlands usando la geometria de la curva de Fargues-
Fontaine. Pero debido a que él y Fontaine habfan desarrollado la curva para
una tarea completamente diferente y mds limitada, su definicion requeria una
geometria mds poderosa que pudiera proporcionar la estructura y la complejidad
que la curva necesitaria en Ultima instancia para apoyar estos planes ampliados.

La situacion era similar a cémo se podia llegar a una forma de tres lados que
es independiente de cualquier teoria geométrica en particular, pero si se combina
esa forma con la teoria de la geometria euclidiana, de repente adquiere una vida
mas rica: se obtiene la trigonometria, el teorema de Pitdgoras y mociones bien
definidas de simetria. Se convierte en un tridngulo con todas las reglas.

“[Fargues] estaba tomando la idea de la curva y usando la poderosa geometria
que Scholze desarrolld para darle cuerpo a esa idea” (Kaletha) “Eso le permite

11



declarar formalmente las hermosas propiedades de la curva”.

La estrategia disenada por Fargues llegé a ser conocida como la “geometrizacion
de la correspondencia local de Langlands”. Pero en el momento en que lo hizo,
las matemdticas existentes no tenian las herramientas que mecesitaba para lle-
varlo a cabo, y las nuevas teorias geométricas no aparecen todos los dias. Por
suerte, la historia estuvo de su lado.

“[La conjetura de Fargues] era una idea audaz porque Fargues necesitaba
geometria que no existia. Pero resulté que Scholze en ese mismo momento la
estaba desarrollando” (Kaletha).

1.1.6 Los cimientos del edificio.

Después de su tiempo juntos en Berkeley, Fargues y Scholze pasaron los siete
anos siguientes estableciendo una teoria geométrica que les permitirfa recon-
struir la curva de Fargues-Fontaine en una forma adecuada para sus planes.

“En 2014 ya estaba claro basicamente cudl debia ser el panorama general y
como debia encajar todo. Sélo que el todo estaba completamente mal definido.
No habia cimientos para hablar de nada de eso” (Scholze)

El trabajo se llevé a cabo en wvarias etapas. FEn 2017, Scholze completo
el articulo “Etale Cohomology of Diamonds” [4], que formalizé muchas de las
ideas mas importantes que habia introducido durante sus conferencias en Berke-
ley. Combind ese articulo con otro trabajo masivo que él y el coautor Dustin
Clausen® de la Univ. de Copenhague publicaron como una serie de conferencias
en 2020°. Ese material -las 352 pdginas del mismo- eran necesarias para sentar
las bases de algunos puntos concretos que habian surgido en la obra de Scholze

Dustin Clausen, es un profesor asociado miembro del nuevo Centro de Geometria y
Topologia de la Universidad de Copenhague.

Obtuvo su doctorado en el MIT bajo la direccién de Jacob Lurie, y principalmente ha
investigado en teoria K algebraica, en conexiones con la teoria de numeros y la teoria de
homotopia. Después de su postdoctorado en ucph, fui a Bonn durante dos afos, primero
en la Universidad de Bonn y luego en el Instituto Max Planck de Matemédticas. Alli estubo
trabajando con Peter Scholze en las nuevas bases para una nueva geometria.

Puede encontrar Dustin en la oficina 04.1.09

6El curso llamado “Clases Magistrales en ‘Mateméticas Condensadas™ de la Univ. de
Copenhague, 9 - 13 de noviembre de 2020. El curso presenté las "Matemédticas condensadas"
que actualmente estdn desarrollando Dustin Clausen y Peter Scholze. Esta teoria tiene la
promesa de expandir enormemente el alcance de los métodos geométricos y analiticos en un
marco amplio que, ademéds de la geometria p-ddica, incluye geometria y andlisis complejos.
Tal unificacion es completamente nueva y bien puede proporcionar la base geométrica para
que sea posible atacar algunas de lasconjeturas més importantes en matemaéticas.

Los videos de las conferencias se subieron al canal de YouTube del Centro GeoTop de la
Universidad de Copenhague.
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sobre los ‘diamantes’.

Dustin

Clausen.

Hay que reconstruir muchos cimientos de geometria en este tipo de marco,
y me sorprendié mucho que eso fuera posible (Peter Scholze)

“Scholze tuvo que idear otra teoria que estaba ahi para ocuparse de ciertos
problemas técnicos que surgieron en las dltimas 3 pdginas de su articulo [4]”
(Kaletha)

En su conjunto, estos y otros documentos permitieron a Fargues y Scholze
idear una forma completamente nueva de definir un objeto geométrico. Se puede
imaginar que comienzas con una coleccion desorganizada de puntos, una “nube
de polvo” | en palabras de Scholze, que quieres pegar juntos de la manera correcta
para ensamblar el objeto que estds buscando. La teoria que Fargues y Scholze
desarrollaron proporciona direcciones matemdticas precisas para realizar ese pe-
gado y certificar que, al final, se obtendra la curva de Fargues-Fontaine. Y esta
vez, se define de la forma correcta para la tarea propuesta: abordar la corre-
spondencia local de Langlands

“Fsa es técnicamente la inica manera de tenerla en nuestras manos” (Scholze)
“Hay que reconstruir muchos cimientos de geometria en este tipo de marco, y
fue muy sorprendente para mi que eso fuera posible”.

Después de haber definido la curva de Fargues-Fontaine, Fargues y Scholze se
emboletaron en la siguiente etapa: equiparla con las caracteristicas necesarias
para probar una correspondencia entre las representaciones de los grupos de
Galois y las representaciones de los grupos p-ddicos.

Para entender estas caracteristicas, primero se considera un objeto geométrico
mds simple, como un circulo. En cada punto del circulo es posible colocar una
recta tangente a la forma exactamente en ese punto. Cada punto tiene una
recta tangente unica. Se pueden recopilar todas esas muchas rectas juntas en un
objeto geométrico auxiliar, llamado fibrado tangente, que estd asociado al objeto
geométrico subyacente, el circulo.

El programa de Langlands: El ‘increible’ puente matemédtico se extendié mas alld del tdltimo

teorema de Fermat.
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En su nuevo trabajo, Fargues y Scholze hacen algo similar para la curva
Fargues - Fontaine. Pero ahora en lugar de planos tangentes y haces, definen
formas de construir muchos objetos geométricos mds complicados. Un ejemplo,
llamado poleas, se puede asociar naturalmente a puntos en la curva de Fargues-
Fontaine de manera que las lineas tangentes se puedan asociar a puntos en un
circulo.

Las poleas fueron desarrolladas sustancialmente en la década de 1950 por
Alezander Grothendieck, y realizan un sequimiento de cémo las caracteristicas
algebraicas y geométricas del objeto geométrico subyacente interactian entre si.
Durante décadas, los matemdticos han sospechado que podrian ser los mejores
objetos para centrarse en el programa geométrico de Langlands.

“Se reinterpreta la teoria de las representaciones de grupos de Galois en
términos de gavillas” (Conrad)

Hay wersiones locales y globales del programa geométrico langlands, al igual
que hay para el original. Las preguntas sobre las gavillas se relacionan con el
programa geométrico global, que Fargues sospechaba que podria conectarse con
la correspondencia local de Langlands. El problema era que los matemdticos
no tenian los tipos correctos de gavillas definidas en el tipo correcto de objeto
geométrico para pasar el dia. Ahora Fargues y Scholze los han proporcionado,
a través de la curva Fargues-Fontaine.

1.1.7 El final del inicio.

Especificamente, se les produjeron dos tipos diferentes: Gawvillas coherentes que
corresponden a representaciones de grupos p-ddicos, y gavillas étale que corre-
sponden a representaciones de grupos de galois.

En su nuevo articulo, Fargues y Scholze [3] demuestran que siempre hay una
manera de hacer coincidir una gavilla coherente con una gavilla étale, y como
resultado hay siempre una manera de hacer coincidir una representacion de un
grupo p-ddico con una representacion de un grupo de Galois.

De esta manera, finalmente probaron en una direccion la correspondencia
local de Langlands. Pero la otra direccion sigue estando como un problema
abierto.

“Resuelve en la direccion, de como pasar de una representacion de un grupo
p-ddico a una representacion de un grupo de Galois, pero no cémo regresar”
(Scholze)

Este trabajo es uno de los mayores avances hasta ahora en el programa
Langlands, a menudo mencionado al unisono que el trabajo de Vincent Lafforgue
[6] del Instituto Fourier en Grenoble, Francia, sobre un aspecto diferente de la
correspondencia de Langlands de 2018 [6]. También es la evidencia mds tangible
hasta ahora de que los matemdticos anteriores no fueron ingenuos al intentar el
programa de Langlands por medios geométricos.

“FEstas cosas son una gran rewindicacion al trabajo que muchas personas
estaba haciendo en langlands geométricos durante décadas” (Ben-Zuvi)

Para las matemaéticas en su conjunto, hay una sensacién de asombro y posi-
bilidad en la recepcién de esta nueva obra [3]: asombro por la forma en que
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Scholze ha estado construyendo desde la escuela de posgrado una teoria de la
geometria p-ddica que se manifiesta en la curva de Fargues-Fontaine, y posibil-
idad porque esa curva abre dimensiones completamente nuevas e inexploradas
del programa de Langlands.

“Realmente lo ha cambiado todo. Estos tltimos cinco u ocho anos, en efecto
ha cambiado todo este campo” (Viehmann)

El siguiente paso evidente es terminar ambos lados de la correspondencia
local de Langlands, para demostrar que es una avenida de doble sentido, en
lugar de la carretera de un solo sentido que Fargues y Scholze han pavimentado
hasta ahora.1l1111

Ms4s alld de eso, estd la correspondencia global de Langlands en si. No hay
una manera obvia de traducir la geometria de Fargues y Scholze de los nimeros
p-ddicos en construcciones correspondientes para los nimeros racionales. Pero
también es imposible mirar este nuevo trabajo y no preguntarse si podria haber
una manera.

"Es una direccién en la que realmente espero dirigirme", dijo Scholze.

Correccion: 26 de julio de 2021

Alexander Grothendieck no fue el primero en definir gavillas, aunque si las
desarrollé sustancialmente. El articulo ha sido revisado en consecuencia.

1.2 REFERENCIAS.
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