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Chapter 1

Un nuevo enfoque abre
�agujero de gusano�entre
números y la geometría.

C rd ito : M o a t te o B a s s in i .

1.1 Laurent Fargues y Peter Scholze encontrarón
una nueva y más poderosa forma de conec-
tar la teoría de números y la geometría, como
parte del programa de Langlands.

El proyecto más grande de la matemática actúal (programa de Langlands) recibió
un extraño regalo en 2001 [1], en la forma de un gigantesco documento de más
de 300 págs. La primera gran simpli�cación la produjo Scholze [2] con un
documento de sólo 38 pags., aunque recientemente de nuevo aparece un nuevo
regalo raro también en la forma de otro gigantesco documento de 348 págs.,
publicado recien en febrero de 2021 [3] 1 que cambiará la forma en que los

1El artículo �Geometrization de la correspondencia local de Langlands� de Laurent Far-
gues, y Peter Scholze de 348 páginas; Siguen la idea de L. Fargues (�Geometrization of the
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investigadores de todo el mundo plantearán y estudiarán algunas de las preguntas
más profundas sobre este campo de las matemáticas. La obra crea y aplica un
nuevo ente geométrico (la curva de Fargues-Fontaine) que cumple un sueño
audaz, alguna vez fantasioso, sobre la relación entre la geometría y los números.
�Esto realmente abre una enorme cantidad de posibilidades. Sus construc-

ciones y métodos son tan nuevos que están a la espera de ser explorados�(Tasho
Kaletha de la Universidad de Michigan)

Ta sh o K a le t h a . L a u r e n t Fa r g u e s .

J e a n -M a r c

Fo n t a in e .

El trabajo es una colaboración entre Laurent Fargues del Instituto de Matemáti-
cas de Jussieu en París y Peter Scholze de la Universidad de Bonn. Abre un
nuevo frente en el �programa langlands� de larga duración, que busca vincu-
lar ramas dispares de las matemáticas, como el Cálculo y la Geometría, para
responder a algunas de las preguntas más fundamentales sobre los números.
Su artículo se da cuenta de esa visión, dando a los matemáticos una forma

completamente nueva de pensar sobre esas preguntas que los han inspirado y
confundido durante siglos.
En el centro de la obra de Fargues y Scholze hay un objeto geométrico revi-

talizado llamado curva de Fargues-Fontaine. Fue desarrollado por primera vez
alrededor de 2010 por Fargues y Jean-Marc Fontaine, este último, quien fue
profesor en la Univ. de París-Sud hasta su muerte (por cáncer) en 2019. Esta
curva recién ahora está alcanzando su forma más acabada.
�En ese entonces sabían que la curva Fargues-Fontaine era algo interesante

e importante, pero no se entendían de qué manera� (Eva Viehmann, de la
Universidad Técnica de Múnich)

E va

V ie hm a n n .

local Langlands correspondence: an overview�, arXiv:1602.00999, 2016), donde desarrollan los
fundamentos del programa geométrico de Langlands en la curva de Fargues-Fontaine. Citar
como: arXiv:2102.13459 [matemáticas. RT] (o arXiv:2102.13459v1 [matemáticas. RT] para
esta versión)
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La curva podría haber permanecido con�nada en algún rincón técnico de
las matemáticas donde se inventó, pero en 2014 los eventos que involucraron a
Fargues y Scholze la impulsaron al centro del campo. Durante los siguientes siete
años elaboraron los detalles fundamentales necesarios para adaptar la curva de
Fargues a la teoría de Scholze. El resultado �nal no tanto los números del
puente y la geometría como el colapso del suelo entre ellos.
�Es una especie de agujero de gusano entre dos mundos diferentes�(Scholze)

�Realmente, se convierten en lo mismo de alguna manera a través de una lente
diferente�.

1.1.1 Cosechando raíces.

El programa de Langlands es una visión de investigación en expansión que
comienza con una preocupación simple: encontrar soluciones a ecuaciones polinómi-
cas como x2 � 2 = 0 y x4 � 10x2 + 22 = 0. Resolverlas signi�ca encontrar las
�raíces�del polinomio - los valores de x que hacen que el polinomio sea iden-
ticamente igual a cero (x = �

p
2 para la primera, y x =

p
�5�

p
3 para la

2da.)
Por allá de la década de 1500 los matemáticos habían descubierto fórmulas

ordenadas para calcular las raíces de polinomios con potencias hasta 4. Luego
buscaron formas de identi�car las raíces de los polinomios con variables elevadas
a la potencia de 5 y más. Pero en 1832 el joven matemático Évariste Galois
descubrió que la búsqueda era infructuosa, demostrando que no hay métodos
generales para calcular las raíces de los polinomios de potencias � 5.

va r i s t G a lo i s .

Sin embargo, Galois no se detuvo ahí. En los meses anteriores a su muerte en
un absurdo duelo en 1832 a la edad de 20 años, Galois presentó una nueva teoría
de soluciones polinómicas. En lugar de calcular las raíces con presición , lo que
no se puede hacer en la mayoría de los casos , propuso estudiar las simetrías
entre las raíces, que codi�có en un nuevo objeto matemático eventualmente
llamado el grupo de Galois.
Digamos en el ejemplo x2�2, en lugar de explicitar las raíces, el grupo de Ga-

lois enfatiza que las dos raíces (cualesquiera que sean) son imágenes especulares
una de la otra, respecto a las leyes del álgebra.
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�Los matemáticos tuvieron que alejarse de las fórmulas porque generalmente
no había fórmulas�(Brian Conrad, de la Universidad de Stanford) �Calcular el
grupo de Galois es una medida de computar las relaciones entre las raíces�.
A lo largo del siglo XX los matemáticos idearon nuevas formas de estudiar

los grupos de Galois. Una estrategia principal consistía en crear un diccionario
de traducción entre los grupos y otros objetos - a menudo funciones provenientes
del Cálculo - e investigarlas como un �proxy�para trabajar con grupos de Galois
directamente. Esta es la premisa básica del programa de Langlands, que es una
visión amplia para investigar los grupos de Galois - y realmente los polinomios
- a través de este tipo de traducciones.

R o b e r t

L a n g la n d s .

El programa langlands 2comenzó en 1967, cuando Robert Langlands, escri-
biera una carta al famoso matemático André Weil. Langlands proponía que
debería haber una manera de hacer coincidir cada grupo de Galois con un ob-
jeto llamado forma automór�ca. Mientras que los grupos de Galois surgen en el
álgebra (re�ejando la forma en que se usa el álgebra para resolver ecuaciones),
las formas automór�cas provienen de una rama muy diferente de las matemáti-
cas llamada Análisis (forma mejorada del Cálculo) Los avances matemáticos de
la primera mitad del siglo XX habían identi�cado su�cientes similitudes entre
los dos para hacer a langlands sospechar un vínculo mucho más completo.
�Es notable que estos objetos de una naturaleza tan diferente de alguna man-

era se comuniquen entre sí�(Ana Caraiani del Imperial College de Londres)
Si los matemáticos pudieran probar lo que llegó a llamarse la correspon-

dencia de Langlands, podrían investigar con con�anza todos los polinomios uti-
lizando las poderosas herramientas del Cálculo. La relación conjeturada es tan
fundamental que su solución también puede tocar muchos de los mayores prob-
lemas abiertos en la teoría de números, incluyendo tres de los problemas del
Millón de Dólares del Premio del Milenio: la hipótesis de Riemann,la conjetura
de BSD y la conjetura de Hodge.
Dado lo que está en juego, generaciones de matemáticos han sido motivados

para unirse al esfuerzo, desarrollando las conjeturas iniciales de Langlands en
lo que es casi con seguridad el proyecto más grande y expansivo en el campo hoy
en día.
�El programa de Langlands es una red de conjeturas que tocan casi todas las

áreas de las matemáticas puras�(Caraiani)

2Robert Phelan Langlands, Visionario Matemático canadiense, quien propuso el ahora
llamado Programa Langlands. Ganó el Premio Abel el 20 de marzo de 2018.
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1.1.2 Números de formas.

A principios de la década de 1980 los soviéticos Vladimir Gershonovich Drinfeld
3 y más tarde Alexander Alexandrovich Beilinson 4 propusieron que debería
haber una manera de interpretar las conjeturas de Langlands en términos ge-
ométricos. La traslación entre números y geometría es a menudo difícil, pero
cuando funciona abre los problemas como puertas de par en par.

V la d im ir

D r in f e ld

A le x a n d e r

B e i l in s o n

Solo para ilustrar con un ejemplo, una pregunta básica sobre un número es
si tiene algún factor primo repetido. El número 12 lo tiene: Se factoriza en
2 � 2 � 3, con el 2 repetido dos veces. Pero el número 15 no los tiene (con los
factores 3� 5)

3En 1974, a la edad de veinte años, Drinfeld anunció una prueba de las conjeturas de
Langlands para GL2 sobre un campo global de características positivas. En el curso de la
prueba de las conjeturas, Drinfeld introdujo una nueva clase de objetos que llamó "módulos
elípticos" (ahora conocidos como módulos de Drinfeld ). Más tarde, en 1983, Drinfeld publicó
un breve artículo que amplió el alcance de las conjeturas de Langlands. Las conjeturas de
Langlands, cuando se publicaron en 1967, podrían verse como una especie de teoría de campos
de clases no abeliana. Postuló la existencia de una correspondencia natural uno a uno entre las
representaciones de Galois y algunas formas automór�cas. La "naturalidad" está garantizada
por la coincidencia esencial de las funciones L. Sin embargo, esta condición es puramente
aritmética y no se puede considerar para un campo de función unidimensional general de una
manera sencilla. Drinfeld señaló que en lugar de formas automór�cas se pueden considerar
poleas perversas automór�cas o módulos Dautomór�cos. La "automor�sis" de estos módulos
y la correspondencia de Langlands podría entenderse entonces en términos de la acción de los
operadores de Hecke.
Drinfeld también ha hecho mucho trabajo en física matemática. En colaboración con su

asesor Yuri Manin,construyó el espacio moduli de los instantones yang-mills, un resultado
que fue probado independientemente por Michael Atiyah y Nigel Hitchin. Drinfeld acuñó
el término "grupo cuántico" en referencia a las álgebras de Hopf que son deformaciones de
álgebras de Lie simples,y las conectó con el estudio de la ecuación de Yang-Baxter,que es
una condición necesaria para la resolubilidad de los modelos mecánicos estadísticos. También
generalizó las álgebras de Hopf a las álgebras cuasi-Hopf e introdujo el estudio de los giros de
Drinfeld,que se pueden utilizar para factorizar la matriz R correspondiente a la solución de la
ecuación de Yang-Baxter asociada con un álgebra de Hopf cuasitriangular.
Drinfeld también ha colaborado con Alexander Beilinson para reconstruir la teoría de las

álgebras de vértices en una forma libre de coordenadas, que se han vuelto cada vez más
importantes para la teoría de campos conformes bidimensionales,la teoría de cuerdas y el
programa geométrico de Langlands. Drinfeld y Beilinson publicaron su trabajo en 2004 en un
libro titulado"Álgebras quirales".

4Beilinson, A. A.; Drinfeld, V. (2004). Chiral Algebras. American Mathematical Society.
ISBN 978-0-8218-3528-9.
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En general, no hay una forma rápida de saber si un número arbitrario tiene
un factor múltiplo. Pero hay un problema geométrico análogo que es mucho más
fácil. Los polinomios tienen muchas de lasmismas propiedades que los números:
pueden sumarse, restarse, multiplicarse y dividirse. Incluso hay la noción del
signi�cado que un polinomio sea �primo�. Pero a diferencia de los números,
los polinomios tienen una clara apariencia geométrica. Se puede gra�car sus
soluciones y estudiar sus grá�cas para obtener información sobre ellas.
Por ejemplo, si la gra�ca de un polinomio es tangente al eje horizontal x

en algún punto, se puede deducir que el polinomio tiene un factor repetido o
múltiplo (indicado exactamente en el punto de tangencia). Es solo un ejemplo de
cómo una pregunta aritmética turbia adquiere un signi�cado visual al convertirse
en su análogo polinomial
�Los polinomios se pueden gra�car. No se puede gra�car un número (se

trivializa)Y al gra�car un [polinomio] te da ideas�(Conrad) �Con un número
solo tienes el número�
El programa �geométrico� de Langlands, como se llegó a llamar, tenía por

objetivo encontrar objetos geométricos con propiedades que pudieran sustituir a
los grupos de Galois y las formas automór�cas en las conjeturas de Langlands.
Demostrar una tal correspondencia análoga en este nuevo entorno mediante el
uso de herramientas geométricas podría dar a los matemáticos más con�anza en
las conjeturas originales de Langlands y tal vez sugerir formas útiles de pensar
sobre ellas. Fue una visión agradable, pero también algo en el aire, un poco como
decir que podrías cruzar el universo si solo tuvieras una máquina del tiempo.
�Hacer objetos geométricos que cumplan un papel similar en el ajuste a los

números es algo mucho más difícil de hacer�(Conrad)
Así que durante décadas el programa geométrico de Langlands se mantuvo

a una distancia del original. Los dos estaban animados por el mismo objetivo,
pero involucraban objetos tan fundamentalmente diferentes que no había una
manera real de hacerlos hablar entre sí.
�La gente aritmética parecía desconcertada por [el programa geométrico de

Langlands]. Dijeron que está bien y es bueno, pero que no tiene nada que ver
con nuestra preocupación�(Kaletha)
�El nuevo trabajo de Scholze y Fargues [3], sin embargo, �nalmente cumple

con las esperanzas depositadas en el programa geométrico de Langlands, al en-
contrar la primera forma cuyas propiedades se comunican directamente con las
preocupaciones originales de Langlands.

1.1.3 Un Tour de Force de Scholze

En septiembre de 2014, Scholze ya enseñaba un curso especial en la Universidad
de California, Berkeley. A pesar de tener sólo 26 años, ya aparecía como una
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leyenda en el mundo de las matemáticas. Dos años antes había completado su
tesis doctoral, en la que articuló una nueva teoría geométrica basada en objetos
que había inventado llamados espacios perfectoides. Luego usó este marco para
resolver parte de un problema en la teoría de números llamado la conjetura de
peso monodromía.
Pero más importante que el resultado particular fue el sentido de posibili-

dad que lo rodeaba: no se podía decir cuántas otras preguntas en matemáticas
podrían ceder a esta nueva perspectiva incisiva.
El tema del curso de Scholze fue una versión aún más expansiva de su

teoría de los espacios perfectoides. Los matemáticos llenaron los asientos de la
pequeña sala del seminario, se alinearon a lo largo de las paredes y se derramaron
en el pasillo para escucharlo hablar.
�Todo mundo quería estar allí porque sabíamos que era algo revolucionario�

(David Ben-Zvi - Universidad de Texas, Austin)

A portrait of the mathematician Peter Scholze, quien ayudó a abrir un nuevo frente en el

�programa Langlands�, con un colapso del terreno entre los mundos de los números y la

geometría (Barbara Frommann - Hausdor¤ Center for Mathematics, Universidad de Bonn)

La teoría de Scholze se basaba en sistemas numéricos especiales llamados
p-ádicos. La �p�en p-ádico signi�ca �primo�, como en los números primos. Para
cada número primo, hay un sistema único de números p-ádicos: los 2-ádicos,
los 3-ádicos, los 5-ádicos, etc. Los números p-ádicos han sido una herramienta
central en matemáticas durante más de un siglo. Son útiles como sistemas
numéricos más manejables en los que se investigan las preguntas que se plantéan
en los números racionales (números que se pueden escribir como una relación de
números enteros positivos o negativos), que comparados son difíciles de manejar.
La virtud de los números p-ádicos es que cada uno de ellos se basa en un

solo primo. Esto los hace más sencillos, con una estructura más obvia, que los
racionales, que tienen una in�nitud de primos sin patrón obvio entre ellos. Los
matemáticos a menudo tratan de entender las preguntas básicas primero sobre
los números p-ádicos y luego toman esas enseñanzas de nuevo en su investigación
sobre los racionales.
�Los números p-ádicos son una pequeña ventana a los números racionales�

(Kaletha)
Todos los sistemas numéricos tienen una forma geométrica - los números

reales, por ejemplo, toman la forma de una línea recta. Los espacios perfectoides
de Scholze dieron una forma geométrica nueva ymás útil a los números p-ádicos.
Esta geometría mejorada hizo de los p-ádicos, vistos a través de sus espacios
perfectoides, una forma aún más efectiva de sondear fenómenos teóricos de
números básicos, como preguntas sobre las soluciones de ecuaciones polinómicas.
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�Reimaginó el mundo p-ádico y lo convirtió en geometría�(Ben-Zvi) �De-
bido a que son tan fundamentales, esto conduce a muchos y muchos éxitos".
En su curso de Berkeley, Scholze presentó una versión más general de su

teoría de los espacios perfectoides, construida sobre objetos aún más nuevos que
había ideado llamados diamantes. La teoría prometía ampliar aún más los usos
de los números p-ádicos. Sin embargo, cuando Scholze comenzó a enseñarlo, ni
siquiera había terminado de resolverlo.
�Él estaba dando el curso a medida que desarrollaba la teoría. Estaba ide-

ando ideas por la noche y presentándolas frescas de su mente por la mañana�
(Kaletha)
Fue una exhibición virtuosa, y una de las personas presentes en la sala para

escucharlo fue Laurent Fargues.

1.1.4 Teniendo la curva, se puede viajar.

Al unísono que Scholze estaba dando sus conferencias, Fargues asistía un semestre
especial al Instituto de Investigación de Ciencias Matemáticas (MSRI). También
había pensado mucho en los números p-ádicos. Durante la última década había
trabajado con Jean-Marc Fontaine en un área de las matemáticas llamada teoría
p-ádica de Hodge, la cual se centra en cuestiones aritméticas básicas sobre estos
números. Durante ese tiempo, él y Fontaine habían ideado su propio nuevo
objeto geométrico. Ese ente geométrico era una curva - la Curva de Fargues-
Fontaine - cada uno de cuyos puntos representaba una versión de un objeto
importante llamado anillo p-ádico.
Fargues necesitaba una geometría que no existía. Pero resultaba que Scholze

en ese mismo momento la estaba desarrollando (Tasho Kaletha)
Tal como se concibió originalmente, era una herramienta estrechamente útil

en una parte técnica de dichas matemáticas, no algo que probablemente sacud-
iera todo el campo.
�Es un principio organizador en la teoría p-ádica de Hodge, así es como lo

pienso. Para mí era imposible hacer un seguimiento de todos estos anillos antes
de que esta curva aparecíera�(Caraiani)
Pero como Fargues se sentó a escuchar a Scholze, imaginó un papel aún

mayor para esta curva en las matemáticas. El objetivo aún no alcanzado del
programa geométrico de Langlands era encontrar un objeto geométrico que cod-
i�cara las respuestas a las preguntas en teoría de números. Fargues percibió
cómo su curva, fusionada con la geometría p-ádica de Scholze, y podía servir
exactamente para ese papel. A mediados del semestre arribó a Scholze y com-
partió su plan naciente. Scholze se mostró escéptico. �Me mencionó esta idea
durante una pausa para el café en el MSRI�(Scholze) �No fue una conversación
muy larga. Al principio pensé que no podía ser bueno�.
Pero tuvieron más conversaciones, y Scholze pronto se dio cuenta de que el

enfoque podría funcionar. El 5 de diciembre de 2014, cuando el semestre terminó,
Fargues dio una conferencia enMSRI en la que introdujo una nueva visión para
el programa geométrico langlands. Propuso que debería ser posible rede�nir la
curva de Fargues-Fontaine en términos de la geometría p-ádica de Scholze, y
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luego usar ese objeto rede�nido para probar una versión de la correspondencia
de Langlands. La propuesta de Fargues fue un giro �nal e inesperado en lo que
ya había sido una emocionante temporada de matemáticas.
�Así fue como concluyó el semestre [de 2014]. Recuerdo que quedé en shock�

(Ben-Zvi)

A n a C a r a ia n i . Ta s h o K a le t h a . D av id D ro r B e n -Z v i

1.1.5 Una correspondencia local.

Las conjeturas originales de Langlands tratan sobre la coincidencia de las rep-
resentaciones de los grupos de Galois de los números racionales con formas
automór�cas. Los p-ádicos son un sistema numérico diferente, y también hay
una versión de las conjeturas de Langlands. (Ambos todavía están separados
del programa geométrico de Langlands) También implica un tipo de coinciden-
cia, aunque en este caso es entre representaciones del grupo de Galois de los
números p-ádicos y las representaciones de grupos p-ádicos.
Si bien sus objetos son diferentes, el espíritu de las dos conjeturas es el

mismo: estudiar soluciones de polinomios � en términos de números racionales
en un caso y en términos de números p-ádicos en el otro � relacionando dos
tipos de objetos aparentemente no relacionados. Los matemáticos se re�eren a
la conjetura de Langlands para los números racionales como la correspondencia
�global� de Langlands, porque los racionales contienen a todos los primos, y
la versión para los números p-ádicos como la correspondencia de Langlands
�local�, ya que los sistemas de números p-ádicos tratan con un número primo
a la vez.
Fargues, en su conferencia de diciembre de 2014 en el MSRI, propuso probar

la conjetura local de Langlands usando la geometría de la curva de Fargues-
Fontaine. Pero debido a que él y Fontaine habían desarrollado la curva para
una tarea completamente diferente y más limitada, su de�nición requería una
geometría más poderosa que pudiera proporcionar la estructura y la complejidad
que la curva necesitaría en última instancia para apoyar estos planes ampliados.
La situación era similar a cómo se podía llegar a una forma de tres lados que

es independiente de cualquier teoría geométrica en particular, pero si se combina
esa forma con la teoría de la geometría euclidiana, de repente adquiere una vida
más rica: se obtiene la trigonometría, el teorema de Pitágoras y nociones bien
de�nidas de simetría. Se convierte en un triángulo con todas las reglas.
�[Fargues] estaba tomando la idea de la curva y usando la poderosa geometría

que Scholze desarrolló para darle cuerpo a esa idea�(Kaletha) �Eso le permite
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declarar formalmente las hermosas propiedades de la curva�.
La estrategia diseñada por Fargues llegó a ser conocida como la �geometrización

de la correspondencia local de Langlands�. Pero en el momento en que lo hizo,
las matemáticas existentes no tenían las herramientas que necesitaba para lle-
varlo a cabo, y las nuevas teorías geométricas no aparecen todos los días. Por
suerte, la historia estuvo de su lado.
�[La conjetura de Fargues] era una idea audaz porque Fargues necesitaba

geometría que no existía. Pero resultó que Scholze en ese mismo momento la
estaba desarrollando�(Kaletha).

1.1.6 Los cimientos del edi�cio.

Después de su tiempo juntos en Berkeley, Fargues y Scholze pasaron los siete
años siguientes estableciendo una teoría geométrica que les permitiría recon-
struir la curva de Fargues-Fontaine en una forma adecuada para sus planes.
�En 2014 ya estaba claro básicamente cuál debía ser el panorama general y

cómo debía encajar todo. Sólo que el todo estaba completamente mal de�nido.
No había cimientos para hablar de nada de eso�(Scholze)
El trabajo se llevó a cabo en varias etapas. En 2017, Scholze completó

el artículo �Étale Cohomology of Diamonds� [4], que formalizó muchas de las
ideas más importantes que había introducido durante sus conferencias en Berke-
ley. Combinó ese artículo con otro trabajo masivo que él y el coautor Dustin
Clausen5 de la Univ. de Copenhague publicaron como una serie de conferencias
en 2020 6 . Ese material -las 352 páginas del mismo- eran necesarias para sentar
las bases de algunos puntos concretos que habían surgido en la obra de Scholze

5Dustin Clausen, es un profesor asociado miembro del nuevo Centro de Geometría y
Topología de la Universidad de Copenhague.
Obtuvo su doctorado en el MIT bajo la dirección de Jacob Lurie, y principalmente ha

investigado en teoría K algebraica, en conexiones con la teoría de números y la teoría de
homotopía. Después de su postdoctorado en ucph, fui a Bonn durante dos años, primero
en la Universidad de Bonn y luego en el Instituto Max Planck de Matemáticas. Allí estubo
trabajando con Peter Scholze en las nuevas bases para una nueva geometría.
Puede encontrar Dustin en la o�cina 04.1.09
6El curso llamado �Clases Magistrales en �Matemáticas Condensadas�� de la Univ. de

Copenhague, 9 - 13 de noviembre de 2020. El curso presentó las "Matemáticas condensadas"
que actualmente están desarrollando Dustin Clausen y Peter Scholze. Esta teoría tiene la
promesa de expandir enormemente el alcance de los métodos geométricos y analíticos en un
marco amplio que, además de la geometría p-ádica, incluye geometría y análisis complejos.
Tal uni�cación es completamente nueva y bien puede proporcionar la base geométrica para
que sea posible atacar algunas de lasconjeturas más importantes en matemáticas.
Los videos de las conferencias se subieron al canal de YouTube del Centro GeoTop de la

Universidad de Copenhague.
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sobre los �diamantes�.

D u s t in

C la u s e n .

Hay que reconstruir muchos cimientos de geometría en este tipo de marco,
y me sorprendió mucho que eso fuera posible (Peter Scholze)
�Scholze tuvo que idear otra teoría que estaba ahí para ocuparse de ciertos

problemas técnicos que surgieron en las últimas 3 páginas de su artículo [4]�
(Kaletha)
En su conjunto, estos y otros documentos permitieron a Fargues y Scholze

idear una forma completamente nueva de de�nir un objeto geométrico. Se puede
imaginar que comienzas con una colección desorganizada de puntos, una �nube
de polvo�, en palabras de Scholze, que quieres pegar juntos de la manera correcta
para ensamblar el objeto que estás buscando. La teoría que Fargues y Scholze
desarrollaron proporciona direcciones matemáticas precisas para realizar ese pe-
gado y certi�car que, al �nal, se obtendrá la curva de Fargues-Fontaine. Y esta
vez, se de�ne de la forma correcta para la tarea propuesta: abordar la corre-
spondencia local de Langlands
�Esa es técnicamente la única manera de tenerla en nuestras manos�(Scholze)

�Hay que reconstruir muchos cimientos de geometría en este tipo de marco, y
fue muy sorprendente para mí que eso fuera posible�.
Después de haber de�nido la curva de Fargues-Fontaine, Fargues y Scholze se

emboletaron en la siguiente etapa: equiparla con las características necesarias
para probar una correspondencia entre las representaciones de los grupos de
Galois y las representaciones de los grupos p-ádicos.
Para entender estas características, primero se considera un objeto geométrico

más simple, como un círculo. En cada punto del círculo es posible colocar una
recta tangente a la forma exactamente en ese punto. Cada punto tiene una
recta tangente única. Se pueden recopilar todas esas muchas rectas juntas en un
objeto geométrico auxiliar, llamado �brado tangente, que está asociado al objeto
geométrico subyacente, el círculo.

El programa de Langlands: El �increíble�puente matemático se extendió más allá del último

teorema de Fermat.
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En su nuevo trabajo, Fargues y Scholze hacen algo similar para la curva
Fargues - Fontaine. Pero ahora en lugar de planos tangentes y haces, de�nen
formas de construir muchos objetos geométricos más complicados. Un ejemplo,
llamado poleas, se puede asociar naturalmente a puntos en la curva de Fargues-
Fontaine de manera que las líneas tangentes se puedan asociar a puntos en un
círculo.
Las poleas fueron desarrolladas sustancialmente en la década de 1950 por

Alexander Grothendieck, y realizan un seguimiento de cómo las características
algebraicas y geométricas del objeto geométrico subyacente interactúan entre sí.
Durante décadas, los matemáticos han sospechado que podrían ser los mejores
objetos para centrarse en el programa geométrico de Langlands.
�Se reinterpreta la teoría de las representaciones de grupos de Galois en

términos de gavillas�(Conrad)
Hay versiones locales y globales del programa geométrico langlands, al igual

que hay para el original. Las preguntas sobre las gavillas se relacionan con el
programa geométrico global, que Fargues sospechaba que podría conectarse con
la correspondencia local de Langlands. El problema era que los matemáticos
no tenían los tipos correctos de gavillas de�nidas en el tipo correcto de objeto
geométrico para pasar el día. Ahora Fargues y Scholze los han proporcionado,
a través de la curva Fargues-Fontaine.

1.1.7 El �nal del inicio.

Especí�camente, se les produjeron dos tipos diferentes: Gavillas coherentes que
corresponden a representaciones de grupos p-ádicos, y gavillas étale que corre-
sponden a representaciones de grupos de galois.
En su nuevo artículo, Fargues y Scholze [3] demuestran que siempre hay una

manera de hacer coincidir una gavilla coherente con una gavilla étale, y como
resultado hay siempre una manera de hacer coincidir una representación de un
grupo p-ádico con una representación de un grupo de Galois.
De esta manera, �nalmente probaron en una dirección la correspondencia

local de Langlands. Pero la otra dirección sigue estando como un problema
abierto.
�Resuelve en la dirección, de cómo pasar de una representación de un grupo

p-ádico a una representación de un grupo de Galois, pero no cómo regresar�
(Scholze)
Este trabajo es uno de los mayores avances hasta ahora en el programa

Langlands, a menudo mencionado al unísono que el trabajo de Vincent La¤orgue
[6] del Instituto Fourier en Grenoble, Francia, sobre un aspecto diferente de la
correspondencia de Langlands de 2018 [6]. También es la evidencia más tangible
hasta ahora de que los matemáticos anteriores no fueron ingenuos al intentar el
programa de Langlands por medios geométricos.
�Estas cosas son una gran reivindicación al trabajo que muchas personas

estaba haciendo en langlands geométricos durante décadas�(Ben-Zvi)
Para las matemáticas en su conjunto, hay una sensación de asombro y posi-

bilidad en la recepción de esta nueva obra [3]: asombro por la forma en que
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Scholze ha estado construyendo desde la escuela de posgrado una teoría de la
geometría p-ádica que se mani�esta en la curva de Fargues-Fontaine, y posibil-
idad porque esa curva abre dimensiones completamente nuevas e inexploradas
del programa de Langlands.
�Realmente lo ha cambiado todo. Estos últimos cinco u ocho años, en efecto

ha cambiado todo este campo�(Viehmann)
El siguiente paso evidente es terminar ambos lados de la correspondencia

local de Langlands, para demostrar que es una avenida de doble sentido, en
lugar de la carretera de un solo sentido que Fargues y Scholze han pavimentado
hasta ahora.llllll
Más allá de eso, está la correspondencia global de Langlands en sí. No hay

una manera obvia de traducir la geometría de Fargues y Scholze de los números
p-ádicos en construcciones correspondientes para los números racionales. Pero
también es imposible mirar este nuevo trabajo y no preguntarse si podría haber
una manera.
"Es una dirección en la que realmente espero dirigirme", dijo Scholze.
Corrección: 26 de julio de 2021
Alexander Grothendieck no fue el primero en de�nir gavillas, aunque sí las

desarrolló sustancialmente. El artículo ha sido revisado en consecuencia.
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